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CONTINU VS DISCRET

e Continu — Discret: Echantillonnage

 Discret — Continu: Reconstruction/Interpolation
S(t)
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POURQUOI INTERPOLER?

e 'animation par images clés
* Inbetweening

Animation © https://d-sun.artstation.com/
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POURQUOI INTERPOLER?

e l'animation par images clés
* Inbetweening

* Mélanger les couleurs
* Agrandir les images
* Etc.



QU'EST-CE QUE L'INTERPOLATION?

* Intuitivement: remplir les valeurs entre celles qu’on connait
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e Plus formellement:
e Soit{x;,y;},i =1..N
* Trouver une fonction f(x), telle que f(x;) = y;, i =1..N
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QU'EST-CE QUE L'INTERPOLATION?

* Intuitivement: remplir les valeurs entres celles gu’on connait

e Plus formellement:
e Soit{x;,y;},i =1..N
* Trouver une fonction f(x), telle que f(x;) = y;, i =1..N
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L'INTERPOLATION CONSTANTE

* Aussi appelée « voisin le plus proche »




L'INTERPOLATION CONSTANTE

* Aussi appelée « le plus proche voisin»
* Tres simple
* Mais discontinue

1_




L'INTERPOLATION LINEAIRE

* Dessiner une ligne entre chaque paire de points consécutifs
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L'INTERPOLATION LINEAIRE

* Dessiner une ligne entre chaque paire de points consécutifs

1_
(a1x+b1,si Xg < x < Xq
.f(x) — 4 a2x+b2,5ix1 <X <x2
azxX + b3, si x, < x < X3

\ o f——+—




L'INTERPOLATION LINEAIRE

* Dessiner une ligne entre chaque paire de points consécutifs
1 .

e Continue

* Mais pas lisse!

* Puis, 'animation ou couleur/etc.

ne sera également pas lisse




L'INTERPOLATION LINEAIRE

* Dessiner une ligne entre chaque paire de points consécutifs
(04 C1 .
(b1) t + (dl),Sl to <t<ty
a; C .
« f(t) =+ (bz)t+ (dz),Sl ti =t <t

(Zj)t + (2‘2),51’ t, <t <ty
\

Continue?
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L'INTERPOLATION POLYNOMIALE

e Peut-on trouver une seule fonction qui passe par ces points?



L'INTERPOLATION POLYNOMIALE

e Peut-on trouver une seule fonction qui passe par ces points?
* Oui:
* Pour n+1 points:

* f(x) =ag+ax +ax® + -+ ax"

* Comment trouver a;?

* f(x) =y

* n+ 1 points, n + 1 inconnues



L'INTERPOLATION POLYNOMIALE

f(x) =apg+ax +ax*+ -+ a,x™




LES COURBES POLYNOMIALES



LES COURBES POLYNOMIALES

m

les vecteurs

+ Facile a calculer pour chaque t
+ Les coefficients b; décrivent la courbe uniquement

- Les coefficients ne sont pas intuitifs
- Phénomene de Runge



PLUS INTUITIEF?

https: / /www.ibiblio.org /e-notes /Splines /lagrange.html



PLUS INTUITIEF?

Les points de controle

https: / /www.ibiblio.org /e-notes /Splines /lagrange.html



INTERPOLER LES POINTS DE CONTROLE

degré du polyndme = nombre de points d'entrée - 1

https: / /www.ibiblio.org /e-notes /Splines /lagrange.html



INTERPOLER LES POINTS DE CONTROLE

degré du polyndme = nombre de points d'entrée - 1

Interpolation:
x(t;) = P;
1=0,..m

https: / /www.ibiblio.org /e-notes /Splines /lagrange.html



FONCTIONS DE BASE : POLYNOMES DE LAGRANGE

* Pour les valeurs ty, ..., t,, on peut trouver les polynomes L7 (t) =
{1,51’ i =k

0, sinon 1 \
Donc
m
x(t) = z LM(t)P, /&
i=0
0| |
to e t3
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FONCTIONS DE BASE : POLYNOMES DE LAGRANGE

Donc
m

x(t) = 2 L7 (t)P,

=0
Les points de controle
sont les coefficients!




PHENOMENE DE RUNGE

On veut étre plus proche de la fonction qu’on interpole?

1.2

1.0t
0.8}
0.6{ Le polynome de degré 5
0.4

0.2}

0.0F

0.2+

9475 05 0.0 0.5 1.0

https: / /commons.wikimedia.org /wiki /File:Runge_phenomenon.svg, modifié



https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Runge_phenomenon.svg

PHENOMENE DE RUNGE

Si le degré du polyndme est plus élevé, la fonction devient ondulée

1.2

La fonction qu’'on interpole

Le polynome de degré 5
Le polynome de degré 9

045 05 0.0 0.5 1.0

https: / /commons.wikimedia.org /wiki /File:Runge_phenomenon.svg, modifié


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Runge_phenomenon.svg

LES SPLINES

* On limite le degré du polyndme a quelque chose petit, e.g. 3
 Utiliser les fonctions par morceaux
* On peut rendre la fonction lisse

(z + 2)? 9< <1
(Blx]? — 62?2 +4) —-1<x<1
(2 —x)* 1 <ax <2

fx(z) =



LES SPLINES

* On limite le degré du polynébme a quelque chose petit, e.g. 2 ou 3
 Utiliser les fonctions par morceaux
* On peut rendre la fonction lisse

((Zi) £2 4 (cclll) t + (2) ,Sitg <t <ty
x(t) = < (Zi) t2 4+ (CCZZZ) t + (Z),Si ti<t<t,

(Zi) (2 4 (cclz) t + (2)51 t, <t <t




LES SPLINES

* Le sens géomeétrique des coefficients (la base)

&
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* On verra un exemple



LES SPLINES

Paramétriques: x(t) = [x(t), y(t)] or x(t) = |x(t), v(t), z(t)]

La description = fonctions de base + vecteur coefficients

X = (Je)) = 2 P (1)



LA BASE CUBIQUE HERMITE

* Les coefficients ont une signification geéomeétrique
e 2 positions + 2 tangentes
[ x(0) = P,
x(1) = P,
x'(0)=T,
Lx,(l) =T,

* Les exigences: <

e Définir une fonction de base par contrainte:
x(t) = Pohgo(t) + Prhoy(t) + Tohyo(t) + T1hy1(t)



LA BASE CUBIQUE HERMITE

C(6) = Pyhoo(£) + By, (1) + Tyhyo () + Ty, (0)

* Pour avoir C(0) = P,,C(1) =P, C'(0) =T,,C' (1) =T,
hij(t): l,_] — O,l,t (S [0,1]

curve | C(0) C(1)|C'(0)|C' (1)
hy (1) | 1 0 0 0
hy(@ | 0 ]
th (t) O O
hn(t) 0 0

0 0
1 0
0 1




LA BASE CUBIQUE HERMITE

* On peut satisfaire les contraintes avec

hl](t) —_ a3t3 + aztz + alt + aO

e 4 équations linéaires, 4 inconnues
hij(t): l,] — 0,1,t (S [0,1]

curve | €(0) €(1)|C'(0)/C'(1)
hoo(D) | 1 0 0 0
ho (D) | 0 1
ho( | 0 0
h11 (?) 0 0

0 0
1 0
0 1




LA BASE CUBIQUE HERMITE

Les quatre polyndmes qui satisfont les contraintes

hoo(t) =t?(2t —3) +1 hy(t) = —t%(2t — 3)
hio(t) = t(t — 1) hi (t) = t*(t— 1)




COURBES DE BEZIER

X = (3)) = 20 Pi5, (1)

La méme forme qu’avant, mais

* B;(t) sont les polyndmes de Bernstein
* P; ne sont pas sur la courbe
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COURBES DE BEZIER

2 = (3)) = 20 Pi5, (1)

N e i o ~

B;(t) sont les polynbmes de Bernstein

0.6k o\ ...................... ...................... .....................

Bi(t) = () ti(1 —pym N —L

|

0.0 ' i L :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

https: / /en.wikipedia.org/wiki/B%C3%A9zier_ curve#/media/File:Bezier _basis.svg



CONNECTER COURBES DE BEZIER

https: / /www.dailydoseofds.com/a-beginner-friendly-introduction-to-kolmogorov-
arnold-networks-kan /#bezier-curves



INTERPOLATION VS EXTRAPOLATION

Uinterpolation — deviner les valeurs entre celles gu’on connait
'extrapolation — prédire le comportement d’'une fonction en dehors des limites des données

1_
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EXTRAPOLATION

My HOBBY: EXTRAFOLATING

AS YOU CAN SEE, BY LATE
NEXT MONTH YOU'LL HAVE
OVER FOUR DOZEN HUSBANDS,

BETTER GET A
BULK RATE ON
WEDDING CAKE.

HTTP://XKCD.coM/605/
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