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Modeéles visibles versus cachés

Probleme 1: calcul de la probabilité d’une observation

Probléeme 2: recherche de la séquence d’états
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HMMs en reconnaissance de la parole
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Modele de Markov visible

A propos du temps

Si = pluie; S; = nuage; S3 = soleil

03

04
Q 0.6
s1
04 03 03
A={ag;}=| 02 06 0.2 | matrice de transitions
0.1 0.1 0.8

Note: v/(i,j) € [1,3], 3 >=0, etVie[1,3],1  a;="1
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Quel temps fera-t-il les huit prochains jours ?

P(S353555151535,S5) &

P(S3)p(S3|S3)p(S3|S5S3)p(S1|S553S3)P(S1]S1S353S3)
P(S3]5151535353)p(S2|535151535353)
p(83|828381 Sy 838333) ~

P(S3)P(S3|S3)p(Ss|S3)P(S1]S3)P(S11S1)
P(S3|S1)p(S2|S3)p(Ss3|S2) =
T3 X d33 X d33 X 831 X d11 X d13 X a3z X a3 = 1.536 x 10_4

» hypothese markovienne d’ordre d’ordre n:
p(Sk|Sk,1 e 81) = p(Sk]Sk,1 .. -Skfn)
» indépendance au temps: p(g: = Sj|gi—1 = S) = p(S}|S))
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Combien de temps va-t-il pleuvoir ?

/—’d\—\
> pi(d) = ZfPSS -SiSj) avec j# i
= 1-a;) exponentiel

» Espérance d’avoir d jours le méme temps (s)):

’
T i1-a

Eld]= Y dpi(d Z da? (1 ay)
d=1

» Donc 'espérance du nombre de jours ou:

» il fera beau est 1/(1—-0.8) =5;
» ou le temps sera nuageux est 1/(1—0.6) = 2.5;
» ou il pleuvra: 1/(1—0.4) =1.67
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Modeles markoviens et jets de pieces

» On vous annonce oralement le résultat de tirages (pile ou
face) sans vous montrer comment on procede aux tirages.

» Premiere modeélisation: Il existe une piéce (possiblement
biaisée). Un état pour pile, un état pour face. Avec ce
modele chaque observation spécifie la séquence d’états

»>

p®) 1-p(P)
1-p(P)
\—/
P p(P) F

O=PPFFPFFFP
=11 221 2 2 {

parametre: p(Pile)
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Modeles markoviens et jets de pieces

» Deuxieme modelisation: Il existe deux pieces
(possiblement biaisées de maniere différente) que
'opérateur change a son gré lors de chaque tirage.

» Cette fois-ci, 'observation des tirages ne nous spécifie pas
dans quel état (piece) de notre modele on se trouve.

>

all a22

<> 1-all

P1 1-a22 P2
O=PPFFPFFFP
S =1 2 1 2 1 2 2 1

4 parametres: p1(Pile), p2(Pile), a1, aso
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Modeles markoviens et jets de pieces

» Troisieme modéelisation: Il existe trois pieces (possiblement
biaisées de maniere différente) que I'opérateur change a

son gré lors de chaque tirage.
all 22

al2

P1 P2
a2l
al3 a3 a23
a32

pa&’:

O =PPFFPFFP

S =13 2 313 2 1 ..

9 parametres: p; 2 3(Pile),{a;},Vie [1,3],j € [2,3]
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Analogie

Des urnes et des balles'

» N urnes qui contiennent chacune des balles de couleur. I
y a M couleurs différentes de balles.

» Processus génératif:

» Modélisation possible: un HMM a N états (un par urne);
chaque état emet une balle de couleur selon une loi de
probabilité spécifique a I'état. Le choix d’une urne par le
génie est modélisé par les probabilités de transition d’un
état vers un autre.
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Des urnes et des balles

3 couleurs: V J R (symboles), 3 urnes (états: s, 5>, S3).
Le modele est spécifié par 1 = {rn,A, B} ou
m=1{0.3,0.3,0.4}, et

‘ 51 So S3 ‘ 4 J R
s1105 0.3 02 sy |00 1.0 0.0

v

v

A=| s 104 00 06 |27 | 5|05 01 04

s3/00 03 0.7 s3|02 0.0 038

» A et B sont respectivement les matrices de transition et
d’émission.

Soit une sequence d'observations: O ={VJRV}
p(Ol1) ?

v
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Des urnes et des balles

» |l existe 5 chemins (séquences) qui générent O:
Ct ={52515353} C3={525152S3} C5=1{53525353}
Co = {S2518352} €14 ={S3528352}

p(O, Cq M,) = 7172.b2(V).821 .b1 (J) ais. b3(R) ass. b3(V) =0.00134
p(O, C2|/1) = ﬂg.bg(V).321 .b1 (J) a|3. b3(R) aso. bg(V) =0.00144
P(O, c3|A) = mp.b2(V).@21.b1(J).12.b2( R).a23.b3( V) = 0.000664
P(O,c4|A) = m3.b3(V).a3z2.b0(J).an3.b3(R).az2.b2(V) =0.0001728
p(O, CsM) = 7173.b3(V).332.b2(J) 823.b3(R) ass. b3(V) =0.00016128
p(OIA) =X>,p(O,c;,|A) x p(ci|A) —0.00377808

» La séquence qui explique le mieux I'observation est ¢,
» Note: les calculs peuvent étre factorisés
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Caractérisation d’'un HMM
A = (A,B,7)

les états ({Si,...,Sn}): la séquence d’états est cachée, mais un
état correspond souvent a un phénomene précis (

).
les observations différentes ({vy,..., vy }): I'alphabet avec lequel
on décrit les observations ( ).

les probabilités de transition (A= {a;;}) pour tout (/,j) € [1,N]
avec: a@j = p(qt = Sjlqr—1 = s;), V(i,j) € [1,N]
Note: a;; > 0et XY, a;=1V(i,j) € [1,N]

les probabilités d’émission (B = {b;(k)}) pour tout < [1,N] et
k € [1,M] avec: bj(k) = p(vx a l'instant t|q; = j)
Note: b;(k) >0et Y¥  b;(0) =1

les probabilités initiales (7 = {7;}) avec 7, = p(q; = S;), Vi
Note: m;(k) >0 et YN m =1
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Les trois problemes fondamentaux des HMMs

Evaluation: Sachant O={0;0,...07} et A =(A,B,n),
comment calculer p(O|A) ?

Retirer le H de Hidden: Sachant O={070....07} et
A = (A, B, ), comment trouver la séquence
(cachée) optimale d’'états?

Apprentissage: Sachant un corpus d’entrainement O,
comment ajuster les parametres A du modele ?
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Solution au probléme 1

Evaluation

» Soit Q = q1g2...q97 une séquence d’états pouvant
“expliquer” O.

pOI2)= ¥ p(0.Qi)= Y. p(0Q.A)p(QIA)
all @ all @
» avec:
p(O|Q, 1) =TI/ p(0t|Gt, A) = bg,(01) x bg,(02)...bg,(07)
p(QIA) = Tgy X gqyqp X ---Agr_1q7
» donc:

p(OM): Z EQ1bCI1(01)aQ1Q2bCI2(02)"'aQquTbQT(OT)
gi1---9gr

Complexité: (2T — 1) x N7 multiplications, N™ — 1 additions
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Solution au probléme 1

Calcul forward (en avant): o;(/) = p(01...0:, Gt = Sj|A)
Init: oy (i) = mibi(01), Vie [1,N]
Induction: a;,1(j) = [Zf‘; at(i)a,-j} bj(0t+1), pour tout

te[1,T—1]etpourtoutje[1,N]
Terminaison: p(O|A) =Y N, ar(i)

S1 O ay;j

O 'sj

Complexité: o(N? x T) opérations au lieu de o(T x NT)
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Solution au probléme 1

Calcul backward (en arriére): B;(/) = p(0t,1...07/q: = 5j,A)

Init: Br(i)=1, Vie[1,N]

Induction: (i) = LY ; a;bj(0r41)Br1(j) pour tout
te[1,T—1]etpourtoutic[1,N]

aj Os
% O

Si

Note: méme complexité que le calcul forward.
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Solution au probleme 2 (séquence optimale)
%(i) = p(gt = si|O, 1)

» Pas de réponse unique.

» Un critéere possible: choisir I'état le plus probable
individuellement pour chaque t:

gr = argmax[y(/)], Vt e [1, T]

1<i<N

» ou y(/) la probabilité d’étre dans I'état s; au temps t:
n(i) = p(qr=s;,01A) _ _ au(i)xBy(i)
P(O2) LIy ()< Be(7)

» Probleme: rien ne garantit que les transitions entre
chaque état de Q sont valides

» Critere local.
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Solution au probleme 2 (séquence optimale)
Algorithme de Viterbi

» Q = argmaxg p(Q|O, ) = argmaxop(O, Q1)

Posons:

v

6t(1) = max P(q192-.-Qt = S, 01...04|2)

Par induction:

S+1(/) = [max &(/)aj] x by(or+1)

v

v

On conserve pour chaque t et chaque i I'état ayant amené
au maximum 8(j), soit ¢:())

felipe@rali mm 1843



Solution au probléme 2
Viterbi

init: & (I) = ﬂ;b,‘(01) et ¢4 (I) =0
récursion:

ot(f) = maxy<j<n[6t-1(i)aylbj(or) 2<t<T
1<j<N

<
¢t(j) = argmax SigN[stq (’)a:/] <

t
J
fin:

p= max 5r(i)

gr = argmax 67 (/)
1<i<N

meilleure séquence: §; = ¢;.1(Gi1), t=T—-1,T-2,....1
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Structure en treillis

b\ e

.




Algorithme de Viterbi

code

» Soit S une table N x T, telle que:
S[t, 11 = (r(i), (1)) = (S[t,i].p, S[t, 1].b)

» Soit A[/,j] la matrice de transition et B[/, k] la matrice
d’émission, avec (i,j) € [1,N] et k € [1,M].

» Pour éviter de faire un cas particulier pour les probabilités
initiales, on peut étendre A d’'une ligne et d’'une colonne:
Al0,i]=mj et A[i,0] =0 Vi€ [1,N]
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Algorithme de Viterbi

code

// Décodage de 040-...07 (a faire dans le domaine des log !)
5[0,0].p 1
fort+ 1aTdo
fori«— 1aNdo

S[t,il.p+ 0

e <+ BJi,oi]

forj< 1aNdo

if (Aj,/] >0) et ((m=(S[t—1,j].pxA[,i])) > S[t,i].p) then

S[t,i] < (m,j)
S[t,il.p+ S[t,i].px e

/I Retour
S argmax;e(1 Np.S(T,i.p>0 SL T+ 1]-P
if S[T,5].p >0 then

Retourner le chemin a partir de S[T, §]
else

Echec de reconnaissance

felipe@rali mm 22143



Probleme 3 (estimer 1)
Algorithme Baum-Welch
» a maximum de vraisemblance, par une procédure itérative
(EM) qui maximise p(O|A)
» Soit &(i,/) = p(qr = S, Gr+1 = 5j|O, A) la probabilité de
transiter de i vers j au temps t sachant I'observation O et
le modeéle.

aj bj(ot+l)

aj; Os
Sj aiy OSZ
a N :

: s

(i)

Ber1®
—_—

t-1 t t+1 t+2 4
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Algorithme Baum-Welch

Avec un peu (beaucoup?) d’intuition

7; = nombre espéré de fois ou au temps 1 on est en
Si
—— _ nb. espéré de transitions de s; vers s; ' &(i)
'~ nb. espéré de transitions depuis s; /5" n()

bj(k)

nb. espéré de fois ou on est en s; et on observe v,
nb. espere de fois ou on est dans s
Z;r:tot:vk 7))
Y1 ()

» Baum 1972 démontre la convergence de cet algorithme
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Algorithme Baum-Welch

Une instance de EM

» Variable cachée: la séquence d’états q
» La fonction auxiliaire A est:

A2, 2") =Y p(O,q|A")logp(O,ql7)
qe2

ou (ce qui revient au méme en terme de maximisation):

A(A,2") =) p(q|0,1")logp(O,qlA)
qe2
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Algorithme Baum-Welch

Une instance de EM

» Posons g=qy...qr et O=o04...07.
> p(O, qM) = T, bCh (01)HtT:2 aCIt—1(7tbCIt(ol‘)

» On peut décomposer A en 3 termes indépendants (au
regard de la maximisation):

AL, A =
Yqe2 (logmg, x p(O,q|A") +log by, (01) x p(O,q|A")) +
qug ZtT:Z Iog aQH Qt) p(o7 CII)V)+

Faeo (EL2l0gbg (o) p(0.qI2)
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Algorithme Baum-Welch

Une instance de EM: cas des 7;

» Condition nécessaire de la maximisation: 2-A=0
1
» Maximiser A (selon x;) est équivalent a:

» maximiser seulement ¥ ,c »log 4, p(O, q|1')
» qui revient a maximiser Zf\; log7ip(O, g1 = i|A")

» Coefficient de Lagrange (i) pour la contrainte Zj’\; =1
S N . N
~— | Y logmip(O,q1 =ilA") —pu(Y) m—1) | =0
omi \ /5

=
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Algorithme Baum-Welch

Une instance de EM: cas des 7;

— [ /
PO =1X) _\ _oviep,n
7
Soit: 0.q1 = ilA/
g =PO&G=12) i [1,N]
u
Or:
N X p(O,q1 =i|A 3 :
Y r=1=y POG=IR) _  $p0.q=in)
i=1 i=1 H -
D'ou i|A’
p(O,q1 =i|A")

"= p0.q =iy 1
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Limitations de I’approche a maximum de
vraisemblance

» Soit V modeles (A,), v € [1, V], et une tache de
reconnaissance:

v = argmax p(O|Ay)
v
» Lors de I'entrainement ML des modeéles, on a:
p; =maxp(0”|Av)

ou OY représente I'ensemble des données étiquetées v
dans le corpus d’entrainement (O).

» un jeu d’'observations séparé pour I'entrainement de
chaque modele
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Autre critere

Maximum Mutual Information (MMI)

4
= mf‘x{ L ['OQP(OVMV) ~log ¥, P(OVM")] }

v=1 k#v
avec A ={Aq,..., Ay}

» Apprentissage plus colteux
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Topologie d’'un modele

Modeles ergodiques

» Un modéle est ergodique si tout état est atteignable depuis
tout autre état en un nombre fini de transitions.

» Exemple pour N = 4:

O

O

O
)
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Topologie d’'un modele

Modeles gauche-droite

» modele de Bakis:

D

» Dans un modele gauche-droite: a; =0sij<i
_— 1 sii=1
"7 1 0 sinon

» On a souvent des contraintes supplémentaires comme:
aj=0sij>i+A (A =2dans les modéles de Bakis)
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Détail d’implantation des HMMs
Scaling des o4(i), B:(f)

o4(i) = p(oy0t,q: = sj|A) nécessite le calcul de:
t—1 t
H aQSCIsH H bCIs(OS)
s=1 s=1

» Plus t est grand et plus le résultat de ce calcul tend vers 0.
La précision des réels en C (ou équivalent) est insuffisante
pour coder ces valeurs, plus t augmente (de I'ordre de
100).

» Idée: on multiplie a;(/) par une valeur qui ne dépend que
de t et qui assure une bonne dynamique de a;(i). On
applique également le méme coefficient a (i) (méme
probléme de précision). A la fin, ces coefficients
s’annulent.
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Observations multiples

» Souvent, le corpus d’entrainement est présenté comme un
ensemble de séquences d’observations (ex: phrases).

» Soit K le nombre de séquences
O=[0',0?,...0%] avec O'=[0}05... iT,-] Vie[1,K]
» en supposant I'indépendance de chaque phrase:
P(OI) = TT§—4 P(OXIA") = TTx_1 P«
» Alors les formules de réestimations sont:

T A zfﬁ ' af ()2yt1(0f.1)8510)

Zk 1 Pk Zt 1 ‘xt (’)Bz 0]

TN Tkt Pe 21—1 op—v, % (NBE ()
bi() = K =Y
i) I AT (DBEO)
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Les points critiques
Exemple pris dans Charniak 1993

» Apprentissage sur le corpus {aabb}:
» avec le second modeéle, les estimées ne changeront pas

» ajouter du bruit lors de l'initialisation avant apprentissage@
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Problemes d’EM

» Si une transition (par exemple) n’est pas utile pour la
génération de O, alors cette transition va voir sa probabilité
décroitre a chaque itération.

> sur-entrainement
» EM converge vers un maximum local de la vraisemblance.

> importance des choix initiaux
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HMMs en reconnaissance de la parole (RAP)

A I'entrée du canal: une séquence de mots w
A la sortie du canal: un signal de parole O

W = argmax,cgzp(w|O)

o
= argmax,,. ;2 |,';/()S)p(w)

= argmaxyc gy p(O|w) X p(w)

acoustico-phonétique modele de langue

» Pour un bon panorama des techniques markoviennes
utilisées dans les systemes de RAP, lire (Huang, Ariki, and
Jack 1990)
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Représentation du signal

Typiquement
i ‘ Signal 16000
échantillons par
seconde
(1 échantillon =
16 bits)

i,
I

Spectro 39 coefficients
par trame
(1 trame = 10 ms)
—> 3900 valeurs
par seconde.
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Représentation du signal

i
L0 A0 )

1
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Exemple de modéle acoustique
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Exemple de graphe de reconnaissance

S]LENCE S]LENCE S]LENCE
HELLO WORLD
—m' - _
H

S I
A A 54 v

UMBLE
-,
(SIL)
/
\

De>

-,
(Te)
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http://isl.ira.uka.de/speechCourse/slides/
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