7. Probleme de flot
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7.1 Graphes, graphes orientés, réseaux

 Un graphe G =(V, E) est constitué¢ d’un ensemble non vide fini de
sommets V et d’un ensemble d’arétes E tel que chaque aréte a est
identifiée par une paire non ordonnée de sommets (u, v).
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V={l1,2,3} E={a, b, c, d}
a=b=(1,2);c=(,3);d=(2,3)



e Un graphe g est un sous graphe d’un graphe G si tous les sommets et
toutes les arétes de g sont aussi des sommets et des arétes de G.
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e Un sous graphe d’un graphe G qui contient tous les sommets de G est un
graphe partiel de G.
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Une chaine dans un graphe G est une suite d’arétes distinctes a;, @,y .., a,
avec la propricté qu’il existe (p+1) sommets uy, u,, ..., u,,, tels que

a= (W U;,y).
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La suite a, ¢ est une chaine.



* Un cycle dans un graphe G est une chaine telle que u; =u,,

La suite ¢, b, d est un cycle.



 Un graphe G est connexe si pour tout couple de sommets distincts, il existe
une chaine les reliant.

Ce graphe est connexe.



* Un arbre est un graphe connexe sans cycle

Propriété : Un arbre ayant n sommets comporte exactement (n — 1) arétes




e Un arbre partiel ( arbre de recouvrement) d’un graphe connexe G est un
graphe partiel de G qui est un arbre
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Un cycle fondamental par rapport a un arbre partiel est un cycle formé
d’une aréte du graphe ne se trouvant pas sur 1’arbre partiel et d’arétes de
I’arbre.
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e Un cycle fondamental par rapport a un arbre partiel est un cycle formé
d’une ar€te du graphe ne se trouvant pas sur 1’arbre partiel et d’arétes de
I’arbre.
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e Un graphe orienté G = (V, E) est constitué d’un ensemble non vide fini de
sommets V et d’un ensemble d’arcs E tel que chaque arc a est identifi€ par
une paire ordonnée de sommets (u, v).

o PRt

V={1,2,3,4Yy E={a,b,cd,e,f}
a=(1,2),b=02,4),c=(2,3),d=3,2),e=(1,3),f=(3,4)



Un graphe non orienté obtenu a partir d’un graphe orienté G en éliminant
I’ orientation sur les arcs est dénoté graphe correspondant.

Les notions de chaine, cycle, connexité, arbre, arbre partiel, et cycle
fondamental pour les graphes orientés sont définies en se référant aux
graphes correspondants.

Un graphe orienté est simple si les sommets identifiant un arc sont distincts
et s’il n’existe pas deux arcs identifiés par la méme paire ordonnée de
sommeits.



Un réseau est un graphe orienté connexe dans lequel un flot peut circuler
sur les arcs. Chaque arc (i, j) est caractérisée par

une capacité d;; qui correspond a une borne supérieure sur le flot
dans I’arc
une borne inférieure /; sur le flot dans I’arc

De plus 0</;<d;

A T’arc (i, j) est associé le couple [, d;l.



7.2 Formulation du probleme
de flot a colit minimum

* Nous considérons un réseau ou
a chaque (i, j) sont associés les attributs suivants:
d;; la capacite de I'arc
[;; 1a borne inférieure sur le flot dans I’arc
c; le cotit unitaire du flot dans I’arc

x;; la variable dénotant la valeur du flot dans I"arc

a chaque sommet i sont associés les deux ensembles de sommets reli€s ou
adjacents a i suivants:

B, ={jeV:(j, i)e E}
P, ={jeV:(, j)e E}



Dans le réseau suivant
B=®,B,=1{1,3},B:={1,2},B,={2, 3}
P=1{2,3},P,=1{3,4},P;=1{2,4},P=®

(2
[0, 2 [2, 9]
/[]{tﬁ > (3, 9
%NA@/

[1, 6]



e Le probleme de flot a colit minimum consiste a déterminer comment
acheminer dans les arcs du réseau une quantité v de flot d’une source

s€V aune destination f € Vde sorte a minimiser le coiit total.

e Ce qui caractérise les problemes de flots sont les contraintes de
conservation de flot associées aux sommets du réseau.

e La contrainte de conservation de flot associ€e a un sommet i indique que la
quantité totale de flot entrant dans le sommet doit étre €gale a celle sortant
du sommet.



e La contrainte de conservation de flot associée a un sommet i indique que la
quantité totale de flot entrant dans le sommet doit etre égale a celle sortant
du sommet.

Pour la source s

v+ E st - E ij

B, P,
/®\ ou

Veenes p @ z : z : .

XSJ- - XJS =Yy

jeP,  jeB,



e La contrainte de conservation de flot associée a un sommet i indique que la
quantité totale de flot entrant dans le sommet doit etre €gale a celle sortant
du sommet.

Pour la destination ¢

D% = QN
/®\ jeB, jeP,
@\A @y ou
®/ D%~ QK=

JEFR JEB,



e La contrainte de conservation de flot associée a un sommet i indique que la
quantité totale de flot entrant dans le sommet doit etre égale a celle sortant

du sommet.

Pour un sommet intermédiaire i

@ JEB, JER,
®/ ou

inj —iji =0

JeR, JEB;



(FCM)

Formulons maintenant le probleme de flot a colit minimum consistant a
déterminer comment acheminer dans les arcs du réseau une quantité v de

flot d’une source sV aune destination r€V de sorte a minimiser le

cout total.

(F

min > ¢
)k

Sujet a

(conservation de flot
'Z Xy~ 'Z Xjg =V
JEP, JEB;

> X — > X i =0 i
Jeh JeB;

> X~ > Xy ==V
JjeF, JEB,
(capacité)

liijideij

(FCM)



(FCM)  min Y c;x;

(i,j))EE
Sujet 2

(conservation de flot)

* La matrice correspondant aux contraintes de consdgvation
de flot est dénoté matrice d’incidence sommets-arcsg
lignei <> sommet i

colonne (i,j) <« arc (i,))



 Exemple de matrice d’incidence pour le réseau

(FCM) min Y c¢;Xx;
G, )eE
Sujet a

(conservation de flot)

Jer; JEB;

v sl Ii=S¢S
ZX,-j—Zxﬁz 0 si i#s,t
—v si i=t

(capacité)

lysxysd; G,k /®\
@\A @ Xio X13 Xp3 X4 X3p X3y
CY/// 1 1 0 0 0 0]

-1 0 1 1 -1 0

0 -1 -1 0 1 1
0 0 0-1 0 -1

A \°




La matrice d’incidence sommets-arcs jouit de la propriété d’unimodularité
qui fait que 1’algorithme du simplexe génere une solution entiere pour le

probleme (FMC) lorsque /;;, d; et v sont des entiers.

(FCM) min Y c;Xx;
(i,j)eE
Sujet a

(conservation de flot)

-

Vv S1 i=s
inj—'iji=<O S1 I#s,t

—y sl Ii=t
§

(capacité)
lij < X;; < dij (i,j)e E



7.3 Propriétés de la matrice d’incidence

Nous allons démontrer que les colonnes de toute base de la matrice
d’incidence correspondent aux arcs d’un arbre partiel du réseau et vice
versa.

Théoreme: La matrice d’incidence A d’un graphe orienté simple et
connexe composé de m sommets et de n arcs est de rang (m—1).

Un graphe orienté est simple si les sommets identifiant un arc sont distincts
et s’1l n’existe pas deux arcs identifi€s par la mé€me paire ordonnée de
sommets.

Un graphe G est connexe si pour tout couple de sommets distincts, il existe
une chaine les reliant.



7.3 Propriétés de la matrice d’incidence

Nous allons démontrer que les colonnes de toute base de la matrice

d’incidence correspondent aux arcs d’un arbre partiel du réseau et vice
versa.

Théoréeme: La matrice d’incidence A d’un graphe orienté simple et
connexe composé de m sommets et de n arcs est de rang (m—1).

Preuve: Démontrons d’abord que le rang de A est inférieur ou égal a (m—1).
Chaque colonne de A comporte exactement une composante €gale a 1 et un
composante égale a —1, les autres €tant €gales a 0.

Donc la somme des lignes de A engendre un vecteur composé uniquement
de 0.

Par conséquent les lignes de A sont lin€airement dépendantes.
Ainsi le rang de A est inférieure ou €gal a (m—1).



 Exemple de matrice d’incidence pour le réseau

X12 X13 X23 Xpg X3 X3y
®/ 1 1 0 0 0 O]
-1 0 1 1 -1 0
O -1-1 0 1 1
0 0 0-1 0 -1

A \°



Démontrons maintenant que le rang de A est au moins égal a (m—1).
Supposons qu’il existe un ensemble K de k lignesde A a; o, G; o5, G;

k.

qui soient linéairement dépendante.

Il existe donc des scalaires @, @;...., &; qui ne sont pas tous nuls tels que
Qe +0a; o +..+0a; o =0

Puisque chaque colonne de A comporte exactement une composante égale

a 1 et une composante €gale a —1, si o; #0, alors 1l faut que pour tout

¢lément différent de O dans la ligne @, , nous retrouvions dans K la ligne
de A comportant 1’élément différent de’0 complémentaire.



Exemple de matrice d’incidence pour le réseau

TN
S

X2 X13 X3 Xog4 X3p X3y

______




Démontrons maintenant que le rang de A est au moins égal a (m—1).
Supposons qu’il existe un ensemble K de k lignesde A a;., @, ..., 4;

l
qui soient lin€éairement dépendante. k
Il existe donc des scalaires ¢, «;,..., &, qui ne sont pas tous nuls tels que
Qe +0a; o +..+0a; o =0
Puisque chaque colonne de A comporte exactement une composante égale
a 1 et une composante €gale a —1, si ¢ . 0, alors i1l faut que pour tout

¢lément différent de O dans la ligne @ ,-j. nous retrouvions dans K la ligne
de A comportant I’élément différent de’0 complémentaire.

Répétant I’argument pour tous les ¢ . =0 , nous en arrivons a la conclusion
que K comporte toutes les lignes de A puisque le graphe orienté est simple
et connexe.

Ainsi k = m, et par conséquent tout sous ensemble de t lignes de A ou

T < m—1 sont linéairement indépendantes. Donc le rang de A est au moins
€gal a (m—1).

Par conséquent la rang de A est égal a (m —1). O



Théoreme: Considérons la matrice d’incidence A d’un graphe orienté
simple et connexe G composé de m sommets et de n arcs. Une sous matrice
carrée de A de dimension (m — 1)x (m — 1) est non singuliere si et
seulement si les arcs associ€s aux colonnes de cette sous matrice sont ceux
d’un arbre partiel du graphe orienté G.

Un arbre partiel ( arbre de recouvrement) d’un graphe connexe G est un
graphe partiel de G qui est un arbre

Un sous graphe d’un graphe G qui contient tous les sommets de G est un
graphe partiel de G.



Preuve: Soit 7' un arbre partiel de G.

@\A @ X2 X13 Xo3 Xpq4 X3p X3y
CY/// 1 1 0 0 0 0]

-1 0 1 1 -1 0

0 -1 -1 0 1 1
0 0 0-1 0 -1

A \°



Preuve: Soit 7' un arbre partiel de G.

@\ @ X2 X13 Xo3 Xpq4 X3p X3y
CY/// 1 1 0 0 0 0]

-1 0 1 1 -1 0

0 -1 -1 0 1 1
0 0 0-1 0 -1

A \°



Preuve: Soit 7 un arbre partiel de G. Dénotons par A(7) la sous matrice de A
de dimension mx (m — 1) qui est la matrice d’incidence de 7.

@\A @ X2 X13 Xo3 Xpq4 X3p X3y
®/ 11 1] 0] 0|0 O]

-1 0| 1, 1|-1 O

O -1/-1,0 1 1
0O 0] O0-1| 0 -1

A \°




Preuve: Soit 7 un arbre partiel de G. Dénotons par A(7) la sous matrice de A
de dimension mx (m — 1) qui est la matrice d’incidence de 7.

T étant un graphe simple et connexe, il s’ensuit que le rang de A(T) est égal
a (m—1) par le théoreme précédent.

@\A @ X2 X13 Xo3 Xpq4 X3p X3y
®/ 1 1 0 ]

1
2 |F1 0 1

310 -1 0

4 1lo o |-1 |




Preuve: Soit 7' un arbre partiel de G. Dénotons par A(7) la sous matrice de A
de dimension mx (m — 1) qui est 1a matrice d’incidence de T.

T étant un graphe simple et connexe, i1l s’ensuit que le rang de A(T) est égal
a (m— 1) par le théoreme précédent.

Alors toute sous matrice carrée de dimension (m — 1)X (m — 1) obtenue en
éliminant une ligne de A(T) est non singuliere.

Or ces sous matrices /

sont egale.ment des @ X1y Xj3 Xz Xoy X3y Xag

sous matrices de A. - -
I 1 0

-1 0 1 |-

0 -1 0
0 O —1

A \°




Soit B une sous matrice de A carrée non singuliere de dimension
(m-1x(m-1).

@\A @ X2 X13 Xo3 Xpq4 X3p X3y
CY/// 1 1 0 0 0 0]

-1 0 1 1 -1 0

0 -1 -1 0 1 1
0 0 0-1 0 -1

A \°



Soit B une sous matrice de A carrée non singuliere de dimension
(m-1x(m-1).

@\A @ X2 X13 Xo3 Xpq4 X3p X3y
®/ 11 1 0

1
2 |[F1 0 1|
310 -1- 0
410 0 -1



Soit B une sous matrice de A carrée non singuliere de dimension

(m—1)x (m —1). B est obtenue en éliminant une ligne de la matrice
d’incidence d’un sous graphe partiel g de G.

@\ @ X2 X13 Xo3 Xpq4 X3p X3y
®/ 11 1 0

-1 0 |
0 -1 - 0
0O 0 . -1

A \°




Soit B une sous matrice de A carrée non singuliere de dimension

(m—1)x (m—1). B est obtenue en éliminant une ligne de la matrice
d’incidence d’un sous graphe partiel g de G.

Le sous graphe g est donc simple, connexe et comporte exactement m

sommets et (m — 1) arcs./'

DOIngeSt un @\A @ .X12 X13 X23 x24 X32 X34
arbre partiel de G. © -

p ®/ 11 0
—1 0 1 |-

0 -1 - 0
0O 0 . -1

A \°




Théoréme: La matrice d’incidence A ¢ Théoreme: Considérons la matrice

d’un graphe orienté simple et connexe d’incidence A d’un graphe orienté
composé€ de m sommets et de n arcs simple et connexe G composé de m
est de rang (m-1). sommets et de n arcs. Une sous

matrice carrée de A de dimension

(m— 1)x (m — 1) est non singulicre si et
seulement si les arcs associés aux
colonnes de cette sous matrice sont

ceux d’un arbre partiel du graphe
orienté G.

Toute base de la matrice d’incidence est telle que ses colonnes
correspondent aux variables associées aux arcs d’un arbre partiel
du réseau et vice-versa.

Les variables de base de toute solution de base du probleme (FCM)
correspondent aux arcs d’un arbre partiel du réseau et vice-versa.




7.4 Résolution du probleme de flot a coiit minimum

* Nous utilisons la variante du simplexe pour les problemes de
programmation linéaire avec variables bornées pour résoudre le probleme
de flot a colit minimum (FCM):

gy
(i,))eE

(FCM) min Zc--x--

Sujet a

(conservation de flot)

-

Vv SI I=S

E Xp— ) X; =40 si i#s,t

ek JeB; —v si i=t
(capacité)
0<x;=<d,; i, j)e E

ot B, ={jeV:(j,i)eE}et P,={jeV:(, je E}



Pour analyser une itération,
supposons que nous disposons
d’une solution de base réalisable x
du probleme.

Donc les variables hors base x;
sont telles que

x;=0oud,;
Les variables de base x;;

correspondent aux arcs E(7) d’un
arbre partiel 7' du réseau

e

5

S



e C(ritere d’entrée

Calcul des cotits relatifs des Tl = [ﬂ'l,._.,ﬂ'l_,.__,ﬂ'j,“_,ﬂ'm]
variables x;; : .
Cl:]' — Cl] - 7[ a.lj B O_
devient
Pour les variables de base 1 ligne
associées aux arcs (@, j)e E(T) 0
_ a'ij = :
—1l|«—— ligne j
0
L O —




Puisque pour un arbre
(# d’arcs) = (# de sommets) —1 &)

le systeme précédent comportent

(m — 1) équations associé€s aux

arcs (i, j)e E(T) etm inconnus 7, - Q)
associés aux sommets i de 7' ( ou

de A).

5
5

Le systeme d’équations €tant
triangulaire, les multiplicateurs
sont tres simplement évalués
séquentiellement un a un.

Il suffit de fixer la valeur d’un
des multiplicateurs et d’évaluer
les autres avec le systeme
d’équations.



(1) 0=CS1:CS1_7[S+”1=4_”S+”1
(2) O=Cs2=Cs2—ﬂ's+7Z'2=1—7Z'S+ﬂ'2

4) O=cu=c,—m+7xm, =1-7m +7x,

—7T,+ 7T, =3
—7,+ T, =1
T —T, =4




Reprenons notre exemple

(1) O=CS1:CS1_7Z.S+”1=4_”S+”1

(2) O=032=Cs2—ﬂ's+7l'2=1—7l's+ﬂ'2

4) O=cu=c, -7 +7x,=1-7 +x,

Posons 7, =0

V(i j)e E(T)

E Gy
@ 10,4 M 2,1 .
0 0
1 2.2 4.2
4 0 4
I3 -3
4
T=5 =1 =0
S :@ -
Q)




Apres avoir déterminer les valeurs
des multiplicateurs, déterminons
les colts relatifs

T
Cij :CU /A a.l'j
des variables hors base associées

aux arcs qui ne font pas partie de
|’arbre partiel T.

Revenant a notre exemple

()
‘4, 2
4
-3
=5 m=1 =0
; .9
m,=4 =1



Apres avoir déterminer les valeurs
des multiplicateurs, déterminons
les colts relatifs

des variables hors base associées

aux arcs qui ne font pas partie de
I’arbre partiel T.

Critere d’optimalité

Si
ci 20 VY, j)e ET) ou x,=0
ct

ci <0 VG, e ET) ou x;=d,,

alors la solution actuelle est optimale.

Sinon choisissons une des variables
(admissibles) x;; ou le critere n’est pas
satisfait comme variable d’entrée.

St la variable admissible x; = 0, alors
sa valeur augmente, et si la valeur de

x;; = dy;, alors sa valeur diminue.

ij°



Apres avoir déterminer les valeurs
des multiplicateurs, déterminons
les colts relatifs

T
Clj :Cl] /A a.l'j
des variables hors base associées

aux arcs qui ne font pas partie de
|’arbre partiel T.

Revenant a notre exemple

C21 2021 _72«-2 +7Z-1 :2_4+1:_1

C3t :C3t _7[3 +ﬂ-t :2_1"‘0:1

X,, est admissible a augmenter

X5, est admissible a diminuer

d&'s '2&'
QT#.:I
@ 10,4 M 2.1 .
0 0
1 22 4.2
4 0 4
T3 3
4
T=5 =1 =0
@ =T =(T
3
_ =1
=4 3



Etape 1: Choix de la variable d’entrée

Le critere pour choisir la variable d’entrée est modifi€ pour tenir compte
des variables hors base x; a leur borne supé€rieure u; qui peuvent diminuer.

Ainsi, pour un indice j€ JB
si x; =0 et ¢;<0, il est avantageux d’augmenter x;

si X;=u; et c i >0, 1l est avantageux de diminuer X;

s _ _ _
Déterminons ¢, = min {cj L X ZO} et Cs, = ImMax {; e =uj}
jeJB jeJB J
SOlt_ Cs = min{csl s—Csp }

Si ¢s 20, alors la solution est optimale et 1’algorithme s’arréte.

Si ¢, <0 et ¢ =Z‘s1 , alors la variable x, augmente; aller a 1’étape 2.1.

Si ¢s <0 et ¢; <cy , alors la variable x, diminue; aller a 1’étape 2.2




Apres avoir déterminer les valeurs
des multiplicateurs, déterminons

les colts relatifs
- T
Clj :Cl] /A a.l'j
des variables hors base associées
aux arcs qui ne font pas partie de

|’arbre partiel T.
Revenant a notre exemple

C21 2021 _72«-2 +7Z-1 :2_4+1:_1

C3t :C3t _7[3 +ﬂ-t :2_1"‘0:1

X,, est admissible a augmenter

X5, est admissible a diminuer

Variable
d’entrée

10.4 2.1
© 0 B 0 P
1 2.2 ‘4,2
4 0 4
I3 »3)
4
=5 =1 =0
) =T =(‘T
3
7T,= my=1



d'une aréte du graphe ne se trouvant pas sur l'arbre partiel et d'arétes

Un cycle fondamental par rapport a un arbre partiel est un cycle formé

de l'arbre.
e Critere de sortie B 75
Nous voulons évaluer I’effet de la TR
modification de la variable d’entrée () mf D 2’01
sur les variables de base. 1 ‘Wz,z 4,2
Il est facile de vérifier que seules les 4 0 ) @4

valeurs du flot des arcs du cycle
fondamental associ€ a I’arc de la
variable d’entrée sont modifiées.
Revenant a notre exemple:

X5, €st une variable d’entrée




Il faut déterminer la plus grande Si le cas 1) ou ii) limite la

modification 6 de la valeur de la modification 0 de la variable
d’entrée, la variable de base x;; sort

de la base pour étre remplacée par la
variable d’entrée. La nouvelle base
correspond a un nouvel arbre partiel
T "ou ’arc (i, j) dans T est remplacé
par I’arc de la variable d’entrée.

variable d’entrée avant que

1) la valeur d’une variable de base
x;; diminue a 0;

1) la valeur d’une variable de base

x;; atteigne sa capacité d;

i) la valeur de la variable d’entrée

passe d’une borne a 1’autre. . o .
Si le cas 1i1) se produit, il suffit

d’ajuster les valeurs du flot sur les
arcs du cycle fondamental et de
procéder a la prochaine itération
avec la méme base.



Complétons la résolution de notre
exemple. La variable d’entrée x;,

diminue de 0.

La plus grande valeur que 0 peut
prendre est O = 2 car alors le flot
dans I’arc (1, ) atteint la capacité
d, =2.

La variable x,, est remplacé par la
variable x;, dans la base.

La nouvelle solution et I’arbre partiel
associé a la nouvelle base deviennent




Complétons la résolution de notre T
exemple. La variable d’entrée x;,

diminue de 0.

La plus grande valeur que 0 peut
prendre est O = 2 car alors le flot
dans I’arc (1, ) atteint la capacité
d, =2.

La variable x,, est remplacé par la
variable x;, dans la base.

La nouvelle solution et I’arbre partiel
associé a la nouvelle base deviennent




Deuxieme itération : o

Critere d’entrée
Déterminons les multiplicateurs en

solutionnant le systeme:

1) O=ca=cy—7,+7 =4—-7 , + T,
(2) O:CSZZCS2_7Z'S+7Z'2:1_”S+7Z.2
(3) O:CZ3ZC23_7[2+”3:3_7[2+”3

(4) O=c3 =c3, — T3+, =275 + T,




(1) O:Cslzcsl_ﬂs+ﬂ'1:4—ﬂ's+7z'1 T

(2) O:CSZZCSZ_ES+7Z'2:1—”S+7Z'2

(3) O=C23=623_7Z-2+7Z'3=3—7[2+7z-3

(4) O:C3I=C3t_ﬂ-3+ﬂ't:2—ﬂ'3+ﬂ-t

Posons 7, =0

4) 0=2-7m+7, =>0=2-7, =>7m3=2 T, =6 T, =2 7, =0
3) 0=3-—-7m,+7;,=>0=3-7,+2=>7,=5 © o

2) O=1lt—-7m, +7y, =>0=1-7, +5=>7 =6

1) 0=4-7,+7,=>0=4-6+7, =7 =2 ) .




&
Evaluons maintenant les colits relatifs
des variables hors base 2’
T,=06 4 =2 =0
() »1 o
_ U E
7 .
3



621:C21_7Z-2+7Z-1:2_5+2:_1 &

cir=c, — X +7x,=1-2+0=-1

Puisque x;, =2 =d, et ci=-1,

alors x;, n’est pas admissible.
Par contre x,,; =0 et c21 =—1, et ainsi

X,, est variable d’entrée.




621:C21_7Z-2+7Z-1:2_5+2:_1 &

cir=c, — X +7x,=1-2+0=-1

Puisque x;, =2 =d, et ci=-1,

alors x;, n’est pas admissible.
Par contre x,,; =0 et c21 =—1, et ainsi
X, est variable d’entrée qui

augmente.

Le cycle fondamental correspondant

a I’arbre partiel devient 2 .



e Critere de sortie %
Evaluons la plus grande valeur que
peut prendre 1I’augmentation 0 de la
variable d’entrée.

Alors 0 = 2 puisque pour cette valeur,

xX,=2-2=0

X =0+2=2=d,,.

Nous pouvons poursuivre avec la
méme base puisque x,,; =2 =d,,.
Nous préférons considérer x,; comme
variable de sortie.

La nouvelle solution et I’arbre partiel

associé a la nouvelle base deviennent




e Critere de sortie

Evaluons la plus grande valeur que
peut prendre 1I’augmentation 0 de la
variable d’entrée.

Alors 0 = 2 puisque pour cette valeur,

xX,=2-2=0

X =0+2=2=d,,.

Nous pouvons poursuivre avec la
méme base puisque x,,; =2 =d,,.
Nous préférons considérer x,; comme
variable de sortie

La nouvelle solution et I’arbre partiel

associé a la nouvelle base deviennent




Troisieme itération :

Critere d’entrée

Déterminons les multiplicateurs en
en utilisant directement la
représentation de I’arbre partiel et la
définition des colts relatifs

Evaluons maintenant les cots relatifs

des variables hors base

Clt :CU _ﬂ'.l +ﬂ'.t :1_3+0:_2

T,=5

my=2



— X

cu=c, —m +7, =1-3+0=-2
La solution est optimale puisque
x, =0 et ¢, =1>0

x1t=2=d1t ct CII:—2<0




L adaptation de la méthode du simplexe est grandement simplifiée grace a
la structure de la matrice d’incidence.

Il y a beaucoup de dégénérescence dans ce type de probleme. Ceci peut
entrainer des itérations dégénérées (ou les valeurs des variables ne changent
pas) tout simplement pour changer de base. Certains résultats existent pour
guider le choix des solutions de base d’une itération a 1’autre pour réduire
le nombre d’itérations dégénérées.



Cas avec plusieurs sources et destinations

p sources s; € V,i=1,---, p ou v, dénote la quantité de flot qui origine a s;

q destinations 7, €V, j=1,---, ¢ ou Vi, dénote la quantité de flot quiarrive a ¢

&

du
réseau

E) oo e &)

()
Reste @
®©



p sources s; € V,i=1,---, p ou v, dénote la quantité de flot qui origine a s;

q destinations ¢ ;i € V,j=1---,q ou Vi, dénote la quantité de flot quiarrive a ¢ i

Construisons un réseau G'= (V1, E')

vi=vU{s, t}

@) (W
Reste @ {

du
réseau

)
)




p sources s; € V,i=1,---, p ou v, dénote la quantité de flot qui origine a s,

q destinations £, €V, j=1,---, ¢ ou 3 dénote la quantité de flot quiarrive a ¢
Construisons un réseau G'= (V1, E')
vi=vUfis, 1}
E! =EU{(S,Si)Zi=1,'°', p}U{(tj7t):j:1"“’ Q}

s f
g :@ Reste @ o ¢
du
[ J . o
. réseau .
[ J
®



p sources s; € V,i=1,---, p ou v, dénote la quantité de flot qui origine a s;

q destinations £, €V, j=1,---, ¢ ou 3 dénote la quantité de flot quiarrive a ¢
Construisons un réseau G'= (V1, E')
vi=vU{s, t}

E! =EU{(S,Si)Zi=1,'°', p}U{(tj7t):j:1"“’ Q}

[d Cij]

l]’

v, 0] 2 Ly v, 0]
[v,, .0l
g e O (s Reste @ i o ¢
du

[ J . o

o . réseau

Vg s °
* . [v, 0]



p sources s; € V,i=1,---, p ou v, dénote la quantité de flot qui origine a s;
1

q destinations 7, €V, j=1,---, g ou Vi, dénote la quantité de flot quiarrive a

Construisons un réseau G'= (V1, E1)

p q
Flot total v = sz, = > v,
l J
i=1 j=1
v, 0] 2 Ly v, 0]
% %
0
- —— =D [Vs”o]:s Reste @ v, Ol -
du
[ . {
réseau
[vs, 0] ° °
o . [v, 0]




7.5 Probleme de transport classique

S ensemble de m sommets sources (i =1, 2, ..., m),
T ensemble de n sommets destinations (j =1, 2, ..., n)

Aucun sommet intermédiaire



Reste

du
réseau




7.5 Probleme de transport classique

S ensemble de m sommets sources (i =1, 2, ..., m),
T ensemble de n sommets destinations (j =1, 2, ..., n)

Aucun sommet intermédiaire

V=SUT et ST =&

e Il existe un arc reliant chaque pair Sources Destinations

source-destination

E={G, j):ie S, jeT}




x; : tlot dans I"arc (i, j)

Cii colt unitaire de transport sur 1’arc (i, j)

a; : disponibilité au sommet source i

b; : demande au sommet destination j

Probleme Sources Destinations
Déterminer la quantité a transporter @ @

de chaque source i a chaque
destination j (i. e., xl-j) pour satisfaire
les demandes en respectant les
disponibilités de fagon a minimiser

le colt total de transport.



m n
Formulation ] -
| min 3 e,,

o
\YARS
)
<
I

Probleme

Déterminer la quantité a transporter
de chaque source i a chaque
destination j (i. e., xl-j) pour satisfaire
les demandes en respectant les
disponibilités de fagon a minimiser
le colt total de transport.

1,

-, m \v’]zl,, n

Sources Destinations




m n
{Formulatlon] min 2 : 2 : CiiXy

i=1 j=1

n
Sujet a E X =a; i=1,---, m
J=1

i=l1
x; 20 Vi=loo,m; Vj=1, n

Matrice des contraintes unimodulaire, et par conséquent 1’algorithme du
simplexe identifie une solution optimale ou toutes les valeurs des variables
sont entieres lorsque les g; et les b; sont des valeurs entieres.



{Formulation ] min i i C: X

i=1 j=I
n
Sujet a injzai i=1,---, m
=1
m
injzb] j=1-, n —1
i=1

x; 20 Vi=lo,m; Vji=1,n

Considérons la combinaison linéaire suivante des contraintes ou des poids de 1 et
de —1 sont associés respectivement a chacune des m premieres et des n dernieres

020000 3 308 S ¥

i=l j=1 j=1 i=l
et alors

m

0=ffxa —ffw{a bj.

i=l j=1 j=1 =l i=1 j=1

S

m

Il faut donc que Zai = Zb ; pour que le probleme soit réalisable.
i=1 j=1



{Formulation ] A i i Cii Xy
i=1 j=1
n
Sujet a injzai i=1,---, m
j=1

i=l1
x; 20 Vi=loo,m; Vj=1, n

e ]l s’ensuit

- une contrainte peut s’exprimer comme combinaison linéaire des autres
- un argument similaire a celui utilis€ pour le probleme (FCM) peut
étre utilis€ pour démontrer que le rang de la matrice des contraintes
estégala(m+n—1)

-chaque solution de base comporte (m + n — 1) variables de base.



Variante de I’algorithme du simplexe
pour le probleme de transport

Pour résoudre le probleme de transport, nous utilisons un tableau de
dimension mxn ou 1’élément (i, j) du tableau est de la forme suivante

X;;

Cji

Exemple numérique pour illustrer 1a méthode:

[Cij]:

W N N W
W oo
NS I NG TN NN @)
~ W

D N WL O

a' =[30,80, 10, 60]
b' =[10, 50, 20, 80, 20]



Dispomibilites
30
3 4 6 5 9
30
2 2 4 5 5
10
2 2 2 3 2
60
3 3 2 4 2
Demandes | 10 50 20 80 20
340689 ' =[30,80, 10, 60]
SELEEEE ¢ TEREA T
715 5 0 3 9 b" =[10, 50, 20, 80, 20]
33242




* Premiere itération de la procédure de résolution:
Trouver une solution de base réalisable initiale

Nous utilisons la méthode du coin Nord-Ouest



Dispomibilites
30
3 4 6 5 9
30
2 2 4 5 5
10
2 2 2 3 2
60
3 3 2 4 2
Demandes | 10 50 20 80 20
340689 ' =[30,80, 10, 60]
SELEEEE ¢ TEREA T
715 5 0 3 9 b" =[10, 50, 20, 80, 20]
33242




Dispomibilites

10 20
3 4 6 8 0
80
2 2 4 5 5
10
2 2 2 3 2
60
3 3 2 4 2
Demandes | 50 20 80 20

* Audépart tous les flots x; =0

. Etape 1 Commencer au coin en haut a gauche (Nord-Ouest)du tableau.
. Etape 2 Affecter comme valeur du flot a cet €élément du tableau, 1a plus

grande valeur compatible avec la disponibilité résiduelle de

la source correspondante et avec la demande résiduelle de la

destination correspondante. Réduire de cette valeur la
disponibilité résiduelle de la source et la demande résiduelle
de la destination (une des deux quantités devient nulle).



Dispomibilites

10 20 0
3 4 6 8 0
80
2 2 4 5 5
10
2 2 2 3 2
60
3 3 2 4 2
Demandes 0 30 20 80 20

. Etape 2 Affecter comme valeur du flot a cet élément du tableau, la plus

. Etape 3 Si la disponibilité résiduelle de la source associée a 1I’élément est

. Etape 4 Si les demandes résiduelles de toutes les destinations sont réduites
a 0, alors une solution de base réalisable initiale est disponible.
Sinon, passer a I’élément en dessous, et aller a 1’étape 2.

grande valeur compatible avec la disponibilité résiduelle de
la source correspondante et avec la demande résiduelle de la
destination correspondante. Réduire de cette valeur la
disponibilité résiduelle de la source et la demande résiduelle
de la destination (une des deux quantités devient nulle).

positive, passer a 1’élément a droite et aller a 1’étape 2.
Sinon aller a 1’étape 4.




Dispomibilites

10 20 0
3 4 6 8 0
30 50

2 2 4 5 5
10

2 2 2 3 2
60

3 3 2 4 2

Demandes | o |20 80 20

. Etape 2 Affecter comme valeur du flot a cet élément du tableau, la plus
grande valeur compatible avec la disponibilité résiduelle de
la source correspondante et avec la demande résiduelle de la
destination correspondante. Réduire de cette valeur la
disponibilité résiduelle de la source et la demande résiduelle
de la destination (une des deux quantités devient nulle).

. Etape 3 Si la disponibilité résiduelle de la source associée a 1I’élément est
positive, passer a 1’élément a droite et aller a 1’étape 2.
Sinon aller a 1’étape 4.

. Etape 4 Si les demandes résiduelles de toutes les destinations sont réduites
a 0, alors une solution de base réalisable initiale est disponible.
Sinon, passer a I’élément en dessous, et aller a 1’étape 2.




Dispomibilites
10 20 -0
3 4 G 3 0
30 20 N 30
2 2 4 5 5
10
2 2 2 3 2
60
3 3 2 4 2
Demandes | . 0 0 80 20

. Etape 2 Affecter comme valeur du flot a cet élément du tableau, la plus
grande valeur compatible avec la disponibilité résiduelle de
la source correspondante et avec la demande résiduelle de la
destination correspondante. Réduire de cette valeur la
disponibilité résiduelle de la source et la demande résiduelle
de la destination (une des deux quantités devient nulle).

. Etape 3 Si la disponibilité résiduelle de la source associée a 1I’élément est
positive, passer a 1’élément a droite et aller a 1’étape 2.
Sinon aller a 1’étape 4.

. Etape 4 Si les demandes résiduelles de toutes les destinations sont réduites
a 0, alors une solution de base réalisable initiale est disponible.
Sinon, passer a I’élément en dessous, et aller a 1’étape 2.



Dispomibilites
10 20 0
3 4 6 8 0
30 20 30 '

2 2 4 5 5
10

2 2 2 3 2
60

3 3 2 4 2

Demandes 0 . 0 0 50 20

. Etape 2 Affecter comme valeur du flot a cet élément du tableau, la plus
grande valeur compatible avec la disponibilité résiduelle de
la source correspondante et avec la demande résiduelle de la
destination correspondante. Réduire de cette valeur la
disponibilité résiduelle de la source et la demande résiduelle
de la destination (une des deux quantités devient nulle).

. Etape 3 Si la disponibilité résiduelle de la source associée a 1I’élément est
positive, passer a 1’élément a droite et aller a 1’étape 2.
Sinon aller a 1’étape 4.

. Etape 4 Si les demandes résiduelles de toutes les destinations sont réduites
a 0, alors une solution de base réalisable initiale est disponible.
Sinon, passer a I’élément en dessous, et aller a 1’étape 2.



Dispomibilites
10 20 0
3 4 6 8 0
30 20 30 '
2 2 4 5 5
\ 10

2 2 2 2

60
3 3 2 4 2

Demandes 0 . 0 0 20
40

. Etape 2 Affecter comme valeur du flot a cet élément du tableau, la plus
grande valeur compatible avec la disponibilité résiduelle de
la source correspondante et avec la demande résiduelle de la
destination correspondante. Réduire de cette valeur la
disponibilité résiduelle de la source et la demande résiduelle
de la destination (une des deux quantités devient nulle).

. Etape 3 Si la disponibilité résiduelle de la source associée a 1I’élément est
positive, passer a 1’élément a droite et aller a 1’étape 2.
Sinon aller a 1’étape 4.

. Etape 4 Si les demandes résiduelles de toutes les destinations sont réduites
a 0, alors une solution de base réalisable initiale est disponible.
Sinon, passer a I’élément en dessous, et aller a 1’étape 2.



Dispomibilites
10 20 -0
3 4 6 8 0
30 20 30 '
2 2 4 5 5
10 0
2 2 2 2
40 20
3 3 2 4 2
Demandes | . 0 0 20
0

. Etape 2 Affecter comme valeur du flot a cet élément du tableau, la plus
grande valeur compatible avec la disponibilité résiduelle de
la source correspondante et avec la demande résiduelle de la
destination correspondante. Réduire de cette valeur la
disponibilité résiduelle de la source et la demande résiduelle
de la destination (une des deux quantités devient nulle).

. Etape 3 Si la disponibilité résiduelle de la source associée a 1I’élément est
positive, passer a 1’élément a droite et aller a 1’étape 2.
Sinon aller a 1’étape 4.

. Etape 4 Si les demandes résiduelles de toutes les destinations sont réduites
a 0, alors une solution de base réalisable initiale est disponible.
Sinon, passer a I’élément en dessous, et aller a 1’étape 2.



Disponibilités |
10 20 0
3 4 6 8 O
30 20 30 ' 0
2 2 4 5 5
10 0
2 2 2 3 2
40 20 0
3 3 2 4 2
Demandes | - 0 0 0
0

«  Etape 2 Affecter comme valeur du flot & cet élément du tableau, la plus
grande valeur compatible avec la disponibilité résiduelle de
la source correspondante et avec la demande résiduelle de la
destination correspondante. Réduire de cette valeur la
disponibilité résiduelle de la source et la demande résiduelle
de la destination (une des deux quantités devient nulle).

« Etape 3 Si la disponibilité résiduelle de la source associée a I’élément est
positive, passer a 1’élément a droite et aller a 1’étape 2.
Sinon aller a I’étape 4.

« Etaped4 Siles demandes résiduelles de toutes les destinations sont réduites
a 0, alors une solution de base réalisable initiale est disponible.
Sinon, passer a I’élément en dessous, et aller a I’étape 2.



e Poursuivre la résolution avec 1’algorithme du simplexe pour le probleme de
transport.

m+l n
e Critere d’entrée: min ZZCU X,
u; <> contrainte de la source i ==
n
v. <> contrainte de la destination j SN Z _ c 1 ...
J J Sujet a X, =a, i=1-,m |y
j=1
T — m+1
R VR 1S 7 Zx..:b. j=L-,n |V
Yy J
vi=[v,,v,, ..., v] i=1

X, 20 Vi=1o, m+l; V=1,

Calcul des cots relatifs des variables x;;:

_ T T
Cij—Cij—[ﬂ V ]aoij



min ¢ X,
Sujet a

Xpp F ot Xy X,

X, T

;20 Visleo, m; Vji=1,--

Sujet a inj_al i=1,--
j=1
inj =b] J=1:

+Cij'xij+ c, . X

Xjp F ot X

* xi1+

My

H;




min ¢y Xy 1 x|+

Sujet a

Xpp ot XXy,

X o+ x; bt

Xy, + 4 x, +

in

Xy >0 Vi=l,---,m;Vj=1--,n

m n
min 373 e,

i=l j=1

n rT 00— — —
Sujeté inj:ai i=1--, m ]a.l:]- — CZJ B Cl] ILll VJ

J=1
m
i=1

xijZ

0 Vi=l,,m;Vj=l-,n

Ay

M




e Evaluer les multiplicateurs en trouvant une solution au systeme

cij =c; —H; —v; =0 Vvariables de base x;

C, =M, TV, Vvariables de base x,

* Rang de la matrice des contraintes égala(m+n—1) =>
- systeme avec (m + n — 1) équations et (m + n) inconnus
- fixer la valeur d’un inconnu (multiplicateur) pour évaluer
les autres
- systeme triangulaire, les multiplicateurs sont tres

simplement €valués séquentiellement un a un.



Dispomibilités g
10 20 30
3 4 0 B O
30 20 30 B0
2 2 4 5
10 10
2 2 2 2
40 20 G0
3 3 2 2]
Demandes | 10 50 20 30 20
K -2 -1 1 2 0
— Poser v5 =0
— Cys — My —Vs=0 = 4, =2-0=2 |y 1y, =Cys
—> Cyy — My V=0 = v, =4-2=2 W+, =c,
—> M3V, =0 = py=3-2=1 Vit s = Cyy
— Coq ~Hy =V4=0 = 4, =5-2=3 Vit H, =Cy
— 3 — Uy, —V;=0 = v;=4-3=1 M, +V, = Cps
— Cyy — Uy =V, =0 = V,=2-3=-1] M, tV, =
— Ccpp MV, =0 = y=4+1=5 Vot 4 = (i
— ¢y — M-V, =0 = v, =3-5=-2 TV =6




Digpomibalités g
10 20 0 1 4 130
3 4 G 8 0 5
1| 30 20 30 2 1830
2 2 4 5 5 3
3 2 0|10 1 |10
2 2 2 3 2 1
3 2 —1 140 20 a0
3 3 2 4 2 2
Demandes | 10 50 20 a0 20
¥ -2 -1 1 2 0
Calculons les coiits relatifs des variables
hors base _
c;13=6-5-1=0 c3pp =2—-1+1=2
cla=8-5-2=1 c33=2-1-1=0
ci15=9-5-0=4 c3s=2—-1+0=1
c1=2-3+2=1 ca1=3-2+2=3 .
_ _ X,3 st variable

c31=2—-14+2=3

ca3=2-2—-1=-1




Dispomibilités gy
10 20 30
3 4 O 8 O 3
30 20-0 30 +0 B0
2 2t TITT v s 5 3
' 10 10
2 2| 2 V3 2 1
0 400 20 GO
3 3 I 4 2 2
Demandes | 10 50 20 80 20
¥ -2 -1 1 2 0

e C(ritere de sortie

Quand la valeur de la variable d’entrée augmente, il faut ajuster les valeurs

des variables de base pour maintenir la réalisabilité.

Les variables de base dont les valeurs sont modifiées et 1a variable d’entrée

forment un « cycle » dans le tableau.




Dispomibilités gy
10 20 30
3 4 O 8 O 3
30 20-0 30 +0 B0
2 2t TIrTT v s 5 3
' 10 10
2 2| 2 V3 2 1
0 400 2 GO
3 3 I 4 2 2
Demandes | 10 50 20 80 2
¥ -2 -1 1 2 0

Pour que les valeurs du flot demeurent non négatifs sur les arcs (2, 3)

et (4, 4):

20-0=>0

et

La variable de sortie est donc x,j;.

Alors la variable d’entrée x,; remplace la variable de sortie x,; comme
variable de base.

40-06=0
La plus grande valeur que 0 peut prendre est 6 = 20.



Disponibilités
3 4 5 3 0
30 11130 5 | [s0
2 2 4 5 3
1 10 1 (110
2 2 2 3 2
20 20 20 G0
3 3 2 4 2
Demandes | 10 50 20 20 20
¥

 Nouvelle solution de base

e C(ritere d’entrée

Déterminer les multiplicateurs.

Déterminer les colits relatifs des variables hors base.
Comme tous les colits relatifs sont non négatifs, la solution est optimale.

e



M¢éthode de Vogel pour générer une solution initiale

e Pour chaque colonne, soustraire 1'élement minimum

du second élément minimum

® Pour chaque ligne, soustraire 1'élément minimum

du second élément minimum

M¢éthode de type regret:
Perte de devoir affecter au deuxi€me élément le plus petit

s1 on ne peut le faire sur le plus petit



Méthode de Vogel pour générer une solution initiale

¢ Pour chaque colonne, soustraire I'élement minimum

du second élément minimum

e Pour chaque ligne, soustraire 1'élément minimum

du second élément minimum

o o =

0

Dispombilités g
30
3 4 6 8 0
80
2 2 4 5 5
10
2 2 2 3 2
60
3 3 2 4 2

Demandes

Vi

10




Identifier le plus grand minimum

Affecter le maximum possible a la case minimum

de la ligne ou de la colonne

Ajuster la disponibilité et la demande associées

0 0 0 1 0

Dispombilités g
30

30
10 0 0
0 60

Demandes | 10 S0 20 20 20
¥ 70

o o =
] [
] [
] —
H A
I >




Eliminer Répéter le processus avec les lignes
¢ |a ligne si la disponibilité devient égale a 0 et les colonnes qui restent
ou

® |a colonne si la demande devient égale a 0

1 1 2 1 3

Dispombilités g

30

30

10 A0

[
[
[
o
[

v

0 60

Demandes | 10 S0 20 20 20
¥ 70




Dispombilités g
30
1 3 4 G 8 0
20
0 2 2 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
0 20 6 40
3 3 2 4
Demandes | 10 50 20 20 2
¥ 70



Dispombilités g
30
1 3 4 G 8 0
20
0 2 2 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
1 20 6 40
3 3 2 4
Demandes | 10 50 20 20 2
¥ 70



Dispomibilites

H

30

1 3 4 G g 0
30
0 2 2 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
1 20 20 o7 4020
3 3 2 4
Demandes | 10 50 20 20 2
v 70




Dispomibilites

H

30

1 3 4 G g 0
30
0 2 2 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
1 20 20 o7 4020
3 3 2 4
Demandes | 10 50 20 20 2
v 70




Dispomibilites

H

30

1 3 4 G g 0

0 50 34 30
2 2] 4 5 5

10 0 ,

2 2 2 1 3] 2

0 20 20 o7 4020
3 3 2 4

Demandes | 10 () 20 20 2
¥ 70




Dispombilités g
30
3 4 6 3 0
50 84 30
2 |T| 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 1 3] 2
1 20 20 60 40 20
3 3 2 4
Demandes | 10 () 20 20 2
¥ 70




1 1
Dispombilités g
10 3420
3 4 6 8 0
50 54 30
2 2] 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
1 20 20 o 44020
3 3 2 4
Demandes | K () 20 20 2
70

Vi




Dispombilités g
10 3420
m 4 G 3 0
50 54 30
2 2] 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
4 20 20 00 4420
3 3 2 4
Demandes | K () 20 20 2
1} Ov 70




Dispombilités g
10 20 3620 0
3 4 6 8 0
5 50 54 30
2 2] 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
4 20 20 o 44020
3 3 2 4
Demandes | K () 20 20 2
¥ Ov 70 50




Dispombilités g
10| 20 3620 0
3 k| ) 5 0 "
50 54 30
5 2 2] 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
4 20 20 60 4020
3 3 2 4
Demandes | K () 20 20 2
¥ Ov 70 50




Dispombilités g
10| 20 3620 0
3 k| ) 5 ] "
50 30 80 30 0
5 2 2] 4 H 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
4 20 20 o 44020
3 3 2 4
Demandes | K () 20 20 2
" O 70 50 20




Dispombilités g
10| 20 3620 0
3 k| ) 5 ] "
50 30 80 30 0 ,
2 2] 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
4 20 20 00 4420
3 3 2 4
Demandes | K () 20 20 2
g 0 70 50 20




Dispombilités g
10| 20 3620 0
3 k| ) 5 0 "
50 30 80 30 0 ,
2 2] 4 5 5
10 0 ,
2 2 2 | 3] 2
' 0
4 20 20 20 60 44 24
3 3 2
Demandes | K () 20 20 0|27
» 0y 0 20




Probleme de transport avec surplus:

m
i=1

Formulation

m n
min E Ecijxij

i=1 j=1

Zai >ibj
j=1

n
Sujet a injﬁai i=1-,m
j=1
m
injzb] j=1--, n
i=1
x.20 Vi=1l---, m; Vj=1,

—|

Contraintes d’inégalités
pour assurer réalisabilité

J




Probleme de transport avec surplus:

m
i=1

Formulation

m n
min E Ecijxij

i=1 j=1

Zai >ibj
j=1

n
Sujet a injﬁai i=1-,m
j=1
m
injzb] j=1--, n
i=1
x.20 Vi=1l---, m; Vj=1,

—|

Contraintes d’inégalités
pour assurer réalisabilité

J




[cin+1=0 z=1,2,...,m]
e Transformation en ajoutant une destination fic?»m (1 1) ~
" . Dans la solution optimale x* :
* — o pd \
_ _ x*. = quantité en surplus a
b =Y. a; =D b, 1= 4 1L Surp.
- - la source i qui n’est

\_ pas utilisée )
pour retrouver un probléme avec des contraintes d’égalités
SO CES destinations
m z
i=1 j=1

Sujet a E X; =4, i=1,---, m
j=I

=1
X;j >0 Vi=1,--~-,m;Vj=1---|n+1




Probleme de transport avec déficit:

m n
Zai < bj
J=1

i=l1

Formulation

m n
min ZZCUXU
i=1 j=I
n
Sujet a le-jzai i=1--,m
J=1
m . .e .,
<bh 1 <«—— | Contraintes d’inégalités
Yij =0 J=h Salisabilité
pour assurer réalisabilité

=

X;; >0 Vi=1l---, m;Vj=1--,n




[m+1]_0 .] 12 ]

e Transformation en ajoutant une source fictive (Dans la solution optimale x* 2)
x*,.,1;= deficit de la demande
= Zb Z aj a la destination j (qui
-1 \_ n’est pas satisfaite)

pour retrouver un probléme avec des contraintes d’égalités
O CES destinations
L] _n
min Z Z CiiX;j

i=1 j=I

n
Sujeta » xy=a;  i=l-[mx]
j=1

le:bJ j:l’...’n

v 1P

le 20 Vi=1---,lmtll; Vj=1,---, n




7.6 Probleme d’affectation

m candidats i =1,...,m
m postes j=1,...,m
c; colt daffectation du candidat i au poste j

Le probleme consiste a déterminer une affectation de chaque
candidat pour combler chacun des postes en minimisant le colit
total d'affectation

m m
min Zchx
i=1 j=1
m
Sujet a Zx =1 i=1...,m

j=
m

Zx =1 j=1....m

-xl]——(}ou-} i=1,....m

x,; 20 ji=1,...,m



m m
min } > c;x;
i=1 j=1
m

Sujet a Zx =1 i

II
é

Ce probleme a la structure d'un probleme de transport:
chaque souce i comportant un seul candidat
chaque destination j demandant un candidat

['algorithme pour résoudre le probleme de transport peut
donc étre utilis€ pour ce probleme.



m m

min 33 5
i=1 j=1

m

Sujet a Zx =1 i=1,...,m

m

dx;=1 j=lL...m

=

xl-j:Ooul i=1,....m

Pour résoudre ce probleme, nous allons plutdt utiliser une
autre méthode ad hoc qui a €t€ développée par un
mathématicien hongrois. D'ou le nom de méthode hongroise.

Le principe de base consiste a modifier la fonction €conomique
du probléme en exploitant les contraintes d'affectation pour
exiber plus facilement une solution pour le probleme équivalent
en utilisant uniquement des affectations dont le cott est nul.



m m
min } > c;x;
i=1 j=1
m

Sujet a Zx =1 i

II
é

Utilisons I'exemple suivant
pour illustrer:

N B~ BN
AN DN D
hn —

LLa suite des transformations est la suivante.



Z)cl.j:l j=1..., m
i=1
x,.ijoul i=1,..., m
j=1L..., m

Etape 1: Transformation 1.
Pour chaque ligne (candidat) i déterminons
/ui = min {Clj}

j=l,....m

) : : Ao
Déterminons maintenant des nouveaux cotts c; :
1

c;=C;i—M; 1=L..m;j=1..m

N B~ BN
AN DN D
DN —

)

(\®)
DN —

ok
S W

(Y




. 5 2 . . A 1
min 3,3 ¢y, Déterminons maintenant des nouveaux couts ¢;; :

AR R | . . s
Sujet & ;x,-j—l i=l...,m ci=¢C;—H i=l..m;j=L....m
ixljzl j=1..., m
i=1
x,.j=00u1 i=1,..., m
j=1L..., m

Nouvelle fonction économique

chzfxu ZZ(C )% :iiczszj‘iiﬂixﬁ

m m m m
=2 D%y — 2 DX
i=1 j=1 i=1  j=1
m m m
DRXEESWALTRTS 3
i=1 j=1
m m m m | m
DD Gy =D ) €y D b
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

m
Puisque Z M. est une constante (ne depend pas des xl.j)
i=1



min ;;CUXU quz + min ;zlc X . )
. g mémes solutions
Sujet a Zx =1 i=1....m Sujet a injzl i=1....m .
; 4 = optimales
;=1 j=l...m dYx;=1 j=L..m
i=1 i=1
x;=0oul i=l....m x;=0o0ul i=1..,m
j=1L..., m j=1....m
Nouvelle fonction économique
m m m m
chljxlj ZZ(C )x' =ZZC,-,-X,-,- —ZZ%
m m m m
=D D Xy = 2 M D%
i=1 j=1 = j=I
m m m
=Y > X, Z,ul puisque Z X;;
i=1 j=1
m m m m m
= RS
WD WIS 37
i=l j=1 i=1 j=I i=1

Puisque Z 4; est une constante (ne depend pas des x;;)
i=1



m nm nm

. jl
S +min 330l x,
i=1

i=1 j=1

m
Sujeta D x;=1 i=1...,m
j=1

Etape 2: Transformation 2.
Pour chaque colonne (poste) j déterminons

V.= min {clj}

J i=l,....m

) . . )
Déterminons maintenant des nouveaux coits Cjj :
2 1 : Coe
Cij:cij —V; i=1,....m; j=1....m

W

~ — W

[

W O N

W O W

W O W

W O W




Zu, Hmin 32 % Déterminons maintenant des nouveaux colts c;; :
N : 2 . .
Sujet ;xi]:l i=1....m Ci —cJ —V; i=1,....m; j=1....m
ixl.jzl j=1..., m
x,.;:1=0 oul i=1,..., m
j=1..., m
Nouvelle fonction économique
m m | m m m m
2. 2% ZZ(C vi b =ZZ ZZ
m m | m m
= CiNij =2V
i=1 j=I j=1 =l
m m | m m
=55t -3, | puisave 3, =
i=1 j=1 j=1 i=1
m m m m m
2.2y = 2 2%t Y
ij ] ij Y J
i=1 j=I1 i=1 j=I1 j=1

Puisque ZV ; est une constante (ne depend pas des x;;)
j=1

2



Zﬂﬁmm 2. 2.6,% Zv +zﬂl+mm Y3,

e | m o mémes solutions
Sujet a injzl i=1....m Sujeta Y x;=1 i=1...m .
f= PEEN = optimales
lej=1 J=L...,m ixu—l j=L...m
x,.;_leoul i=1,..., m xi;ZI:OOul i=1,....m
j=1..., m j=1...,m
Nouvelle fonction économique
ZZCU =2 (Cij _Vj)xij :ch,szj_ZZijzj
m m | m m
= 2 2%~ 2V i 2
i=1 j=I j=1 =l
m m | m
=2, 2.C;% — 2V | puisque ) x
i=1 j=1 j=1 i=1
2. 2.€% = 2 2% T LY
ij Y ij Y J
i=1 j=l1 i=1 j=1 j=1



m m
Zv +Zy, +min chixy

" o 0 2 5
Sujet a ;xij—l i=1,..., m 3 O O
ixijzl j=1..., m O 3 3
x,;:1=00u1 i=1,..., m - -
j=1..., m
Etape 3.

Essayons de compléter une affectation en utilisant uniquement
celles ayant un cofit égal a 0.

Couvrons les 0 de la nouvelle matrice des cofits en

utilisant un minimum de lignes.

1)2
)

)

w P
w P



Etape 3.
Essayons de compléter une affectation en utilisant uniquement
celles ayant un colt égal a 0.

Couvrons les 0 de 1a nouvelle matrice des colits en
utilisant un minimum de lignes.

2 5]

3 3

S1 le nombre de lignes est inférieure a m, on ne peut compléter
l'affectation uniquement avec celles ayant un colit €égal a O . Il faut
alors passer a I'étape 4 pour appliquer une autre transformation.

S1 le nombre de lignes est €gal a m, on peut compléter
l'affectation uniquement avec celles ayant un cotit €égal a 0 .



m m . m m 2
jZ::‘Vj +i§y,. +min chijxij

i=l j=1 B @ 5_
0
3

Sujeta D x;=1 i=1...,m

J=1 P
ixl.jzl j=1..., m r)

Etape 4. Transformation 3.
Déterminons la valeur p la plus petite parmi les €léments
non couverts par les lignes.

Soustrayons la valeur p des €léments non couverts par les lignes
et ajoutons p aux €éléments a l'intersection de deux lignes.

(0 0 3]
500
0 1 1]

Il reste a vérifier que la nouvelle matrice engendre
un probleme équivalent.



Notation: _

I c{l,...,m} l'ensemble des lignes couvertes P %) (5)
J c{l,...,m} l'ensemble des colonnes couvertes _B 3 3
(T =@} 7={)
J={l...m}—T 1={1,3} J={2,3}
Alors
_ . 2 IO = 2

P (i,IjI)lel?xJ {Cif }
Ainsi
c=ci-p (i,j)elxJ 'g 8 8_
C?j:Cl-Jz--l',O (l,])EIXJ _0 1 1_

¢ =c; (i, j)e IXJ ou (i,j)e I xJ



Notation: s,

I c{l1,...,m} l'ensemble des lignes couvertes Cij = CU P (i,j)e IxJ

J c{l,...,m} l'ensemble des colonnes couvertes ci=ci+p  (i,j)eIx]

I flm)—T ¢ =c; (i,j)e IxJ ou (i, j)e IxJ
={L...,m}—

J:{l,...,m}—f

Nouvelle fonction économique

iicgjxij: Z ( )x + Z CUXU

i=1 j=l1 (i,))eIxJ (i,7)eIxJ
2
+ D Gt D _(cl-j +p)xl.].
(i,j)elxJ (i,j)elxJ
m m )
=225 P 2 KtP 2, X
i=1 j=1 (i,j)eIxJ (i,j)elxJ



Nouvelle fonction économique

=
=
NS
S
I~
X
~
L
=
I_I
=
-~
—_—
L

2 —
C;

2 |
(i,))eIxJ

2

+ > ¢

+ 2 (g+p)y

ij xij

(i,j)eIxJ

DI

2
7

(i,j)elxJ

m

-+

(i,j)eIxJ]

0

(i.j)eIx]

m

2. 2.6

1

1 j=

i

y 225 ==p21 ==pll
(i,j)eIxJ el j=1 iel

(i,j)eIxJ]

Mais —p D, x;=p 2, % ==PL2%



Par conséquent

i"ﬁ > A; +min iicz,xy P(|’|‘\7U+ZV1 +D 4 +min ZZ‘?,XU
j=1 i=1 i=1 j=1 ‘ Jj=1 i=1 i=1 j=1
Sujera Y =1 i=l..m sy Suetd le,j =1 i=lL...m meémes solutions
J=1 Jj= .
iXUZI ]:1 ..... m ixijzl jzl’“.’m Optlmales
i=l i=l
xU:OOul i=1,..., m xl-j=00u1 i=1,..., m
j=1..., m i=1,....m

Retourner a 1'étape 3 avec le nouveau probleme.



Etape 3.
Essayons de compléter une affectation en utilisant uniquement
celles ayant un colt égal a 0.

Couvrons les 0 de 1a nouvelle matrice des colits en
utilisant un minimum de lignes.

3

S1 le nombre de lignes est €gal a m, on peut compléter
l'affectation uniquement avec celles ayant un cotit €égal a 0 .



Processus pour choisir les affectations:

Choisissons une ligne ou une colonne n'ayant qu'un seul O.
(S1 toutes les lignes et colonnes ont plus qu'un seul 0,
en choisir une parmi celles ayant un minimum de 0.)

Complétons une affectation avec cet élément a 0.

Reprenons le processus avec la matrice obtenue en éliminant
la ligne et la colonne ou l'affectation vient d'€tre complétée, et ce
jusqu'a ce que les m affectations soient déterminées.

Candidat 3 affecté au poste 1

-
) g

r-—*IQL»J

N

Candidat 1 affecté au poste 2

ok

Candidat 2 affecté au poste 3



