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1 (20 points)

Soit le programme non linéaire

max xr + oy
T,y

r+y<2
(x—1)2+(y—1)2§1 )

ol « est un parametre.
e Ecrire les conditions de Kuhn et Tucker de ce programme.
e Dessiner le domaine réalisable. Ce domaine est-il convexe? Justifier votre réponse.

e Trouver une valeur du parametre a pour laquelle deux contraintes sont actives a 'optimum. Trouver
les multiplicateurs de Lagrange associés.

e Trouver une valeur du parametre a pour laquelle la solution optimale est unique et une seule contrainte
est active a 'optimum. Trouver les multiplicateurs de Lagrange associés.

e Existe-t-il des valeurs du parametre a pour lesquelles aucune contrainte n’est active a 'optimum?

2 (20 points)

Soit A une matrice carrée semi-définie positive, c’est-a-dire: xf Az > 0 pour tout vecteur z. Démonter qu’il
existe un vecteur & > 0 (toutes ses composantes sont non négatives) tel que Az > 0, en suivant la démarche
suivante:

1. Considérer le programme linéaire PRIMAL

ey Do
J
sous la contrainte Az > 0.
2. Ecrire le probleme DUAL de PRIMAL et montrer que son domaine admissible est vide.

En déduire que le programme PRIMAL doit posséder une solution non nulle.

Conclure.

oro W

Si la matrice A est symétrique, montrer qu’'on peut démontrer le résultat précédent a partir des
conditions de Kuhn et Tucker du programme quadratique convexe

min xt Az
xr

sous la contrainte Z x; > 1.
J

Indice: montrer que le multiplicateur de Lagrange ne peut étre négatif.



3

(20 points)

Soit une chaine de Markov {X,,} définie sur les états 0, 1 et 2, et de matrice de transition

0 1 2
1 2
0 3 3 0
P= 1 1-p 0 »p
1 2 2
2 5 5 %

Soit Xy = 0. A partir de cette chaine, on définit le jeu suivant. Un joueur paie 5% pour jouer et gagne 1$ &
chaque transition. Le jeu s’arréte a 'instant n > 1 ot X,, = 0.

Déterminer une valeur de p qui soit équitable, c’est-a-dire telle que ’espérance du gain du joueur soit nulle.

4

(20 points)

Le probleme de l'arbre sous-tendant minimal consiste & déterminer, dans un graphe connexe non orienté de
n sommets, un arbre comportant n — 1 arcs et de colit minimal (les colits sont associés aux arcs du graphe).
Formuler ce probléme comme un programme linéaire en nombres entiers.

5

(20 points)

Le vecteur (0,4,2,5,0) est-il une solution optimale du programme linéaire

mg())( 7581 + 6562 + 5933 — 21‘4 + 3:175
T1 + 3x9 + dx3 — 214 + 225 < 12
4x1 + 229 — 223+ 24+ 25 <9
2I1 + 4$2 + 4933 - 21‘4 + 5I5 S 15
31+ a9+ 213 — x4 — 225 < 3 ?



6 (15 points)
Soit le programme linéaire en variables entieres

max C1x1 + C2x2

Ax <b

x1, X2 entiers non négatifs.

ou les coefficients ¢; et ¢y sont entiers et positifs.

En appliquant la technique de Branch-and-Bound (parcours de l'arbre en largeur) un étudiant obtient
I’arbre d’énumération partiel suivant, ot sont indiquées la valeur z et la solution optimale de la relaxation
linéaire. Identifier 5 erreurs grossiéres ou impossibilités lors du parcours de cet arbre.

@

®

NR

(0,3)

z= 20%
(3/8,15/8)
1 =0 1 =1
@ (0,3/2) (2,1)
29 <1 z2 21 xy=0 v2 =1
(3/2,1/2) (0,5/2) (1,2) (0,3/2)
sondé xe < 2 2y >3 sondé sondé
z=12

NR: non réalisable



