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Chapitre 7

| ntroduction

aux valeurs propres
el
alUXx vecteurs propres



Définition :

S A est une matrice de nxn, alors un vecteur non nul x est dit
vecteur proprede A s

Ax=1x

| est appelé valeur propredeA,
et X vecteur proprede A correspondant al .

Exemple:

"
B
R @
o

Ee &
>

Si | >1 Dilatation.
S 0<I <1 Contraction.

Si | <0 Changement de direction.
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Calcul analytigue des valeurs propres
et desvecteurs propres

Ax=1x

(I1- A)x=0

Nous avons une solution non nulle ssi

det(A- I ) =0 Equation caractéristique de A.

L es valeurs satisfaisant cette equation sont

lesvaleurs propresdeA.
Exemple: A_é 3 2
“&1 o}
» A_Iél oo é 3 2u
A g of
det(] | A)—deté'l S
B BT

L’ éguation caractéristique de
Aet |1°-3 +2=0
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Exemple : trouver les valeurs propres de:

-
& 5

D:D (IPs
o E

et trouver les vecteurs propres de:

€0 ou

A=g1 -3 -7

g0 6H
&0- | 0 ol
detg 1 -3-1 -7
g 0 2 6-1H

Lesvaleurs propres sont: | 1=10, | ;=4 et | 3=-1

|1:10

€0 0 Ouwexu exu
e ue u e u
el -3 - Tge=108%
80 2 ekl &
|2:4
40 0 O0M¥xU U
e ue u e u
el -3 - g™ deky
80 2 ol &l
|3:-1

€0 O meu éx, L

é é
el -3 70§xu - 1%,
80 2 oxH 8

oo C~ C~ c
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- X%,
2X

N

- 2X%,
2X,

- 7%,=0
+2X%,=0

- 7X,=0
+7%x,=0
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Lalocalisation desvaleurspropres:
Theéoreme de Gerschgorin

Ax =1 X
?}ﬁjxj =X pouri=1an.
aax =( -a)x
j=1

i

Si nous choisissons x; tel que M = mjax‘xj‘

I-al=ga
aii auxl

J:
Jl

I - a.\£a\a,\ £a\a,\
Posons : :

:_én‘ aﬂ‘
j=1

i

C'est adire la sommation des valeurs absolues des éléments de
lalignei sauf g;.
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L alocalisation desvaleurs propres

L es disgues de Guerschgorin sont définis par :
Di:{l Hl_aii‘f’ri}, i=l1an.
Théoreme:

Lesvaleurs propresdelamatrice A sont édéments
del’union desdisques D;.

S=

D,

n
=1

Note:
1. On vé&rifie toutes les possibilités pour i = 1 a n qui

pourraient verifier M = mjax‘xj‘ pour chague valeur
(vecteur) propres.

2. Puisgue les valeurs propres peuvent étre complexes,
nous obtenons des disques dans le plan complexe.

3. Si lamatrice A est symeétrique, les valeurs propres sont
reelles et les disques deviennent de ssimples intervalles.

4. &; . centre du disque. r; : rayon du disque.

1ft2421 6 Chapitre 7



Exemple:

€ 4 1
A=g 1 1

&2 0 -6f

S
DF{' - aﬂ\ﬁﬁ}, h=a %‘.

j=2

I - 4£2

| peut &trecomplexe: | =1 g +il |

(1 <- 4)+i(1, - 0)£2

D1 : centre = (4,0), rayon = 2
D, : centre=(1,0), rayon = 2

D1 : centre = (-6,0), rayon = 2
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L alocalisation desvaleurs propres
Corollaires:

1. Lesvaleurs propres de lamatrice A sont aussi éléments de
I union des disques D;' construit & partir de satransposée A" :

-Un’
i=1

Note : En effet, A et AT ont les mémes valeurs propres.

2. Les valeurs propres de lamatrice A appartiennent donc a
I'intersection de Set S'

1 T (scsT)

3. Une borne supérieure pour laplus grande valeur propre est
donc :

€o UP
Gy maxea

ujln a”

I | £ mml maxea ‘a”
=
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Exemple (suite) : pouvons nous améliorer le résultat ?

D, : centre = (4,0), rayon = 3
D, : centre = (1,0), rayon =1

D, : centre = (-6,0), rayon = 2

1 T (s¢cs)

oo_r\)_
T
H
NS
Q© O
O ©
N N

Note: corollaire 3 :
I'[£ mi n{ max[6,38), max[7,2,8]}
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Démonstration du corollaire 3

0

?}ﬁjxj =X pouri =1an.
0
~as

X
' X

Iy auni tel que: x| = mjax‘xj‘

IEaQ
j=1

u
B
|

Nous ne connaissons pas le i en question, nous choisissons le
max des sommations des ééments des lignes.

n ‘
=1

I'|£ maxg
j

IEQ
j=1

Si nous considérons A", latransposée de A :

I 1£ maxd [a,|
i=1
u 1Y
|I|£m|nl maxea u,maxea u1J

Mgj=1 7"
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M éthode des puissances

Supposons gque nous cherchions la plus grande valeur propre de
lamatrice A (n X n) et que cette matrice possede n vecteurs
linéairement indépendants Xy, X, ..., X, aSSOCi €S respectivement
aux valeurs propres| 1, | 5, ..., | , qui sont dans |’ ordre.

3 3 3
=]y ys..3),|>0

n

Lavaleur proprel ; est dite dominante.

Tout vecteur x de R" peut donc s écrire:

x=a 6

i=1
puisque les vecteurs propres de A forment une base de R".

En multipliant ce vecteur par A, nous obtenons :

XV = A9 =8 g A =a 6l

i=1 i=1

Si nous répétons cette opération k fois::
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| :
—<1 pouritl

Or nousavons |

Donc le terme | j¢.X devient dominant dés gue k est assez
grand. Donc pour k assez grand , nous avons .

x" @ ‘icx

(k+1) K+1 _ K (k)
x€D @ *iox =1 (1%ex,) @ x
X(k+1) — AX(k) @ 1X(k)

en choisissant 2 composantes i, nous obtenons :

(k+1)
X

Il@xi(ik)

Nous obtenons donc |a plus grande valeur propre et son
Vecteur propre en méme temps.

Dépassement de |a capacité de |’ ordinateur ?

1ft2421 12 Chapitre 7



Pour éviter de dépasser les capacités de |’ ordinateur, nous avons
intérét & normaliser les vecteur itérés x & chague étape ; nous
pouvons par exemple ramener a 1 la plus grande composante (en
vaeur absolue) de x¥, en appliquant I’ algorithme :

x® = Ax(© yt= 1 x®
m
2 = Ay®D e
X< = Ay y ' =—X
m,
(k) — Ay(k-D - 1w
X = Ay y' =—X
m

ol my est la composante de x* de module maximum.
Dans ces conditions, nous avons finalement, pour k assez grand :

1 1

k k+11 (k+1) — k
yr @y =——X - Ay
M 41 M .4
donc
M.y @AY
Remarque :
— K — &
imme=ts iy =
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€0 0 O é10
0 -8,

g0 2 6f &0

€0 0 Ouu €1ou € u

e ue.u e u e..u

el -3 -7y =g =100
g0 2 6504 & H & H

€0 0 Ouwel u €ou € u

e ue. .u e._u e u

6 1 -3 - 7u§01u = éojl:J :1o§o.o7l:J
80 2 6D H €0.2H €0.02H

€0 O ou91 u €0 U € u

e e ...u u

& 1 -3 - 7u§0 07 = §0.65l:J -1o§o.065l:J
80 2 GEED.OZH 80.26H €).026H
€0 o 0ue1 u elo u é1 u
gl -3 - 7u§0 065u é0623u —1oé00623u
80 2 GEED.OZGH 8).286H 33.02865
€0 O ou91 u elO u elO u
gl -3 - 7u§00623u é06129u—10é006129u
80 2 6&@).0286&] 33.29625 33.02962H

e 1 u
|, =10 %, =S/ 33

&1/ 334
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Remarques::

1. Nous avons:
Ax =1 X

A*Ax=A'l x=1 A'x
x=1 A'x

1
A‘lx:I—x

Pour obtenir la plus petite valeur propre, nous pouvons donc
utiliser la méthode des puissances sur a*.

»

2.5 1>, (.
I,

<< N . .
lente car “ 1‘ 1 doit étre vrai pour avoir une convergence

| .1/ »]|l .|), dors la convergence sera trés

rapide.

3. Le choix du vecteur initial influence beaucoup la rapidité de la
convergence. Si le vecteur initial est prés du vecteur propre X,
alorsles coefficientsc;, i 1 1, seront petit par rapport a c;.

(k) — Ak (0) — k k k
X =AY =l ol X+ +e | X
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40 0 Ou é 01 O o é10
A=gl -3 -75 A'=g 015 -15 - 1757 x@ =&y
g0 2 6f & 005 05 075 &l

é1u é 0410 é 003230

glH & 12f & 038714

é 0.0032U é 0.0039U

1,1 e u e u

Aly = & 08274; =- 082745 15

g 021134 & 025544

é 0.004u é 0.0004U

“1,,2 e u e u

Aly = & 10525; =-105253 1

& 0.3083f & 0.2929H

é 0.0000U é ou

Ay’ =% 09875;=-098752 1

& 028034 & 0.2839§

Valeurs exactes :

¢ 0 U

|,=-1 %=a 1 ¢

& 0.2857H
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Comment obtenir la deuxieme valeurs propres ?
Méthode de déflation

a Calculer de | ; et X, par laméthode des puissances.

b. Construire A':

c. Appliquer & nouveau la méthode des puissances sur A*

|, et X

Remarque :
A" possidelesmémes | ; que A sauf | ;=0

En effet :
T (%%7)8 (%)
gh gy 5 = A g = 0%
28 %% )0 X, X"
éA_ | 1()*(11)'(1)*(1)351:'0\2 - 1()E1T)?1)X =AX =1.%
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Exemple:

€0 0 O
e u
Azé 1 -3 - 7@
g0 2 6l
a o o e1f1 % A
e u
A1:§ 1 -3 - 7@- m:ggg
80 2 6H 1084 &%l
é 00457 - 06033 - 03016U él
A'=§ 03967 - 33066 - 7.0183; x© = &
& 03016 19817 59909 glH
é1 é 08593l é 0.0890(
A'gq =& 96581 =-06581y 1
&l & 7.6709H & 0.7942H
é 0.3596( é 012830
1,1 e u e u
Aly =& 25730; = - 280335 09178
& 280334 8 1H
é 030100 é 007520
AlyS =g 39727 = 400015 09931
& 4.0001H g 1H
€ 0.0752 U
_ _é U
|, = 40001 %, = & 09931
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