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Chapitre 2 Reésolution de systéme d’équations linéaires
I Méthode de Gauss-Jordan.

] Méthode de Gauss pour la décomposition LU d’une matrice.
1 Norme d’une matrice.

IV Décomposition LU directe.

Voo Déterminant et inverse de matrice par décomposition LU.




I. Méthode de Gauss-Jordan

Trouver la solution du systéme suivant

Tx 413y -4z = 16
13z -7y -3z = 3
8r +2y —bz = b

par la méthode de Gauss-Jordan sans pivotage, en faisant les calculs avec trois chiffres significatifs.

Réponse

On élimine d’abord z dans les équations (2) et (3), ce qui donne

Tz +13y -4z = 16
=311y +443z = -26.7
—129y —-0.429z = -13.3

On élimine ensuite y (tiré de la 2iéme équation) dans la lére et la 3iéme équation, ce qui donne

Tz —2.152 = 4.84
=311y +4.43z = -—26.7
—2.27z = -=2.23

On élimine enfin z dans la lére et la 2iéme équation, ce qui donne le systéme

Tx = 6.95
—31.1y = -31.1
—2272 = -223

D’ou l'on tire x = 0.993, y = 1.000, z = 0.982. Le fait de n’avoir conservé que 3 chiffres significatifs conduit
a un résultat légérement différent de la solution réelle (x = 1.0, y = 1.0, z = 1.0).

II. Méthode de Gauss pour la décomposition LU d’une matrice

Cet exercice va rappeler le cours en présentant comment la méthode de Gauss peut étre utilisée pour, en
plus de résoudre le systéme d’équations,

e Calculer le déterminant de la matrice.
e Décomposer la matrice initiale en deux matrices LU ;
i.e., une matrice triangulaire supérieure et une matrice triangulaire inférieure.

1. Calculer la matrice triangulaire supérieure augmentée du systéme suivant

4171 —2172 —|—I3 = 15
—3$1 —XT2 —|—4I3 = 8 (1)
€ —x9 +3x3 = 13

par la méthode de Gauss avec pivotage.
2. Résoudre le systéme (1) par substitution arriére.

3. En déduire la décomposition LU de la matrice du systéme (1).



4. En déduire le déterminant de la matrice du systéme.

Réponse

1.
La matrice augmentée du systéme s’écrit

4 =2 1 15
-3 -1 4 8
1 -1 3 13

En faisant Eqs = (3/4)Eq1 + FEqa et Eqs = —(1/4)Eq1 + Eqs, on obtient

4 =2 1 15
0 —2.5 4.75 19.25
0 —-0.5 275 9.25

En faisant Eqs = —(—0.5/ — 2.5)Eqs + Eqgs, on obtient

4 =2 1 15
0 —25 4.75 19.25
0 00 1.80 5.40

2.
Par substitution arriére, on peut résoudre le systéme, ce qui permet de trouver xs = 3, 2o = —2, x1 = 2.

3.
L’une des avantage de cette méthode est que ’on peut trés facilement faire une décomposition LU de la
matrice originale en écrivant

A=LxU,
4 -2 1
avec A=1-3 -1 4],
1 -1 3
1 0 O 4 =2 1
et -075 1 0)x|0 —25 475
0.25 020 1 0 0 1.80
L U

Les éléments de la matrice L sont les coefficients qui nous ont permis de réduire la matrice originale A
en une matrice triangulaire supérieure.

4.
Le déterminant d’un produit de matrice est le produit des déterminants. De plus le déterminant d’une
matrice triangulaire est le produit de ses éléments diagonaux. De ce fait, nous avons
det(LU) = det(L) x det(U)
= (4) x (—2.5) x (1.8)
—18



Le déterminant de la matrice originale A est ensuite donnée par la formule suivante
det(A) = (—1)™ x det(LU)

avec m représentant le nombre de lignes interchangées durant le la triangularisation de la matrice originale.
Dans notre cas, aucune permutation de ligne a été nécéssaire pour triangulariser la matrice originale A et
donc det(A) = —18.

ITI. Norme d’une matrice

Calculer la norme oo et la norme 1 de la matrice suivante

1 -2 -3
A= 2 4 -1
-1 -14 11

Réponse
La norme 1 (||.||1) correspond a la plus grande somme des valeurs absolues des éléments d’une colonne.
La norme oo (||.]|eo) correspond a la plus grande somme sur les valeurs absolues des éléments d’une ligne.

Par définition,

14l = max Z |aij]

Donc on obtient, pour j =1,

3

> lanl =1+ 2/ +|-1] =4
=1

Pour j = 2,
3
> laio| = [—2| + [4] + [14] = 20
=1
Pour j = 3,
3
> lais| = [=3|+ |-1| + [11] = 15
=1
Donc,

|A|lx = max{4,20,15} = 20
Par définition,

[Alloe = pax Z |ai]



Donc, on obtient pour ¢ =1,

3
D lagl = 1]+ |=2[+]-3] =6

Jj=1
Pour ¢ = 2,
3
D lag;| =121+ 4/ + |1 =7
Jj=1
Pour ¢ = 3,
3
> lasil = |—1] + |-14] + [11] = 26
j=1
Donc

| Alls = max{6,7,26} = 26

IV. Décomposition LU directe

1. Décomposer la matrice A

ail a2 a3 aiq 111 2
A - | @2 a2 a;s a| _ 2 1 11
az1 a3z2 a3z A34 1 2 1 1
41 Q42 Q43 QA44 1 2 3 4

en une matrice triangulaire inférieure (L) et supérieure (U) tel que :

A = I,
l11 0 0 0 1 U112 U113 U114
|1 Iz O O « 0 1 ‘upz wu2
|z s I3z 0O 0 0 1 uz
lan lag Uz lug 0 0 0 1
L U

2. Puis résoudre le systéme Az = b avec

= e

Réponse

1.



On applique la formule vue en cours ou donnée dans le livre de référence, et on obtient :

lii1=a11 =1
lo1 = a2 =2
l31 =a31 =1

lygg =a41 =1

Uiz = 7012 = 1
11
u13 = 7013 = 1
11
Ui = g—a14 = 2
11
lag = ag2 — la1ui2 = —1

l32 = azz — l31u12 = 1
lag = aa2 — lypuin =1
Uz = l—(a23 —lyuiz) =1

22

1
Ugg = l—(az4 —lou1a) =3
22

33 = azz — l31u13 — l32u23 = —1

laz = a4z — la1urz — laougz =1

U4 = Z—(CL34 —l31u14 — l30u24) =4
33

lag = aaq — lyrura — lapuog — lyguzs = =5
Donc,
1 0 0 0 1 1 1 2
2 -1 0 0 01 1 3
LU=11 1 21 o|*loo 1 4
1 1 1 -5 0 0 0 1
L U

On résoud par substitution avant Ly = b,

1 0 0 0\ /n 1
2 -1 0 0 ||w]| |2
1 1 -1 0 ||ws]| |1
1 1 1 -5) \u 1



On obtient,

1
1
v=1,
2/5

Et finalement, on résoud Ux = y par substitution arriére,

1 1 1 2 T 1
01 1 3|[a]| |1
0 0 1 4 z3 | 1
000 1) \my 2/5
On obtient,
2/5
| 2/
=1 -3/5
2/5

V. Déterminant et inverse de matrice par décomposition LU

1. Décomposer la matrice A en produit de matrice LU,

1 4 =2
avec A=1-1 2 -1
3 3 0

2. Calculer le déterminant de la matrice A en se servant du résultat de la décomposition LU obtenu.

3. Calculer I'inverse de la matrice grace a la décomposition LU obtenue.

Réponse
1.
Soit
A = LU,
iy 0 O 1 w2 wis
= 121 122 0 x 10 1 U23
L U
On obtient :

lhi1=a1 =1

log =a2 = -1



l31 =a31 =3

Uy = —ajp = 4
I
1
U3 = +—aiz = —2
li1

log = azz — lo1u12 =6

l32 = azz — lz1u12 = =9

1
U3 = l—(a23 —lo1ugz) = —1/2
22

I3z = a3z — Is1u13 — I32u03 = 3/2

Donc,
1 0 0 1 4 =2
LU=[|-1 6 0 |x|{0 1 -1/2
3 -9 3/2 0 0 1
L U
2.

Le déterminant d’un produit de matrice est le produit des déterminants. De plus le déterminant d’une
matrice triangulaire est le produit de ses éléments diagonaux. De ce fait, nous avons

det(A) = (=1)° x det(LU) = det(L) x det(U)
= (1) x(6) x(3/2)
9
3.
On a
A=LU= A= @U)t
De plus,

(LU 'LU =T
(Lot =u—t
(Lo)y 'Lt =v-tL!
(Lu)y ' =v-tL!

_ v
Calculons L™, on a successivement,

1 0 0 1 00
-1 6 0 010
0 0 1



En faisant lo =I5 + 13 et I3 = I3 — 314,

1 0 0 1 00

0 6 0 1 10

0 -9 3/2) \=3 0 1
En faisant Iy = 15/6 et I3 = I3 + 913,

1 0 O 1 0 0

01 0 1/6 1/6 0

0 0 3/2) \-3/2 3/2 1
En faisant I3 = (2/3)ls,

1 0 0 1 0 0

01 0|16 1/6 o0

00 1)\-1 1 23

Donc,

1/6 1/6 0
2/3

( 0
Calculons U™, on a successivement,

1 4
01—1/2
00

En faisant lo =[5 + 13/2 et l1 =11 + 23,

o O =
o = O
_= o O

1 4 0 1 0 2
0 1 0 0 1 1/2
0 0 1 0 0 1
En faisant ll = ll - 4[2,
1 0 0 1 -4 0
0 1 0 0 1 1/2
0 0 1 0 O 1
Donc,
1 -4 0
Ult=(o 1 1/2
0 0 1
Donc, puisque A= = UL,
1 -4 0 1 0 0 1/3
0 1 1/2|x(1/6 1/6 0 | ={-1/3
0 O 1 -1 1 2/3 -1

—2/3
2/3
1

0
1/3
2/3



