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I. Méthode de Gauss-JordanTrouver la solution du système suivant






7x +13y −4z = 16
13x −7y −3z = 3
8x +2y −5z = 5par la méthode de Gauss-Jordan sans pivotage, en faisant les 
al
uls ave
 trois 
hi�res signi�
atifs.RéponseOn élimine d'abord x dans les équations (2) et (3), 
e qui donne







7x +13y −4z = 16
−31.1y +4.43z = −26.7
−12.9y −0.429z = −13.3On élimine ensuite y (tiré de la 2ième équation) dans la 1ère et la 3ième équation, 
e qui donne







7x −2.15z = 4.84
−31.1y +4.43z = −26.7

−2.27z = −2.23On élimine en�n z dans la 1ère et la 2ième équation, 
e qui donne le système






7x = 6.95
−31.1y = −31.1

−2.27z = −2.23D'où l'on tire x = 0.993, y = 1.000, z = 0.982. Le fait de n'avoir 
onservé que 3 
hi�res signi�
atifs 
onduità un résultat légèrement di�érent de la solution réelle (x = 1.0, y = 1.0, z = 1.0).II. Méthode de Gauss pour la dé
omposition LU d'une matri
eCet exer
i
e va rappeler le 
ours en présentant 
omment la méthode de Gauss peut être utilisée pour, enplus de résoudre le système d'équations,
• Cal
uler le déterminant de la matri
e.
• Dé
omposer la matri
e initiale en deux matri
es LU ;i.e., une matri
e triangulaire supérieure et une matri
e triangulaire inférieure.1. Cal
uler la matri
e triangulaire supérieure augmentée du système suivant







4x1 −2x2 +x3 = 15
−3x1 −x2 +4x3 = 8

x1 −x2 +3x3 = 13
(1)par la méthode de Gauss ave
 pivotage.2. Résoudre le système (1) par substitution arrière.3. En déduire la dé
omposition LU de la matri
e du système (1).



4. En déduire le déterminant de la matri
e du système.Réponse1.La matri
e augmentée du systéme s'é
rit




4 −2 1
−3 −1 4
1 −1 3









15
8
13



En faisant Eq2 = (3/4)Eq1 + Eq2 et Eq3 = −(1/4)Eq1 + Eq3, on obtient




4 −2 1
0 −2.5 4.75
0 −0.5 2.75









15
19.25
9.25



En faisant Eq3 = −(−0.5/− 2.5)Eq2 + Eq3, on obtient




4 −2 1
0 −2.5 4.75
0 0.0 1.80









15
19.25
5.40



2.Par substitution arrière, on peut résoudre le système, 
e qui permet de trouver x3 = 3, x2 = −2, x1 = 2.3.L'une des avantage de 
ette méthode est que l'on peut très fa
ilement faire une dé
omposition LU de lamatri
e originale en é
rivant
A = L × U,ave
 A =





4 −2 1
−3 −1 4
1 −1 3



 ,et 



1 0 0
−0.75 1 0
0.25 0.20 1





︸ ︷︷ ︸

L

×





4 −2 1
0 −2.5 4.75
0 0 1.80





︸ ︷︷ ︸

U

.Les éléments de la matri
e L sont les 
oe�
ients qui nous ont permis de réduire la matri
e originale Aen une matri
e triangulaire supérieure.4.Le déterminant d'un produit de matri
e est le produit des déterminants. De plus le déterminant d'unematri
e triangulaire est le produit de ses éléments diagonaux. De 
e fait, nous avonsdet(LU) = det(L) × det(U)

= (4) × (−2.5) × (1.8)

= −18



Le déterminant de la matri
e originale A est ensuite donnée par la formule suivantedet(A) = (−1)m × det(LU)ave
 m représentant le nombre de lignes inter
hangées durant le la triangularisation de la matri
e originale.Dans notre 
as, au
une permutation de ligne a été né
éssaire pour triangulariser la matri
e originale A etdon
 det(A) = −18.III. Norme d'une matri
eCal
uler la norme ∞ et la norme 1 de la matri
e suivante
A =





1 −2 −3
2 4 −1
−1 −14 11





RéponseLa norme 1 (‖.‖1) 
orrespond à la plus grande somme des valeurs absolues des éléments d'une 
olonne.La norme ∞ (‖.‖∞) 
orrespond à la plus grande somme sur les valeurs absolues des éléments d'une ligne.Par dé�nition,
‖A‖1 = max

1≤j≤3

3∑

i=1

|aij |Don
 on obtient, pour j = 1,
3∑

i=1

|ai1| = |1| + |2| + |−1| = 4Pour j = 2,
3∑

i=1

|ai2| = |−2|+ |4| + |14| = 20Pour j = 3,
3∑

i=1

|ai3| = |−3|+ |−1| + |11| = 15Don
,
‖A‖1 = max{4, 20, 15} = 20Par dé�nition,

‖A‖∞ = max
1≤i≤3

3∑

j=1

|aij |



Don
, on obtient pour i = 1,
3∑

j=1

|a1j | = |1| + |−2|+ |−3| = 6Pour i = 2,
3∑

j=1

|a2j | = |2| + |4| + |−1| = 7Pour i = 3,
3∑

j=1

|a3j | = |−1| + |−14|+ |11| = 26Don

‖A‖∞ = max{6, 7, 26} = 26

IV. Dé
omposition LU dire
te1. Dé
omposer la matri
e A

A =







a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44







=







1 1 1 2
2 1 1 1
1 2 1 1
1 2 3 4





en une matri
e triangulaire inférieure (L) et supérieure (U) tel que :

A = LU,

=







l11 0 0 0
l21 l22 0 0
l31 l32 l33 0
l41 l42 l43 l44







︸ ︷︷ ︸

L

×







1 u12 u13 u14

0 1 u23 u24

0 0 1 u34

0 0 0 1







︸ ︷︷ ︸

U2. Puis résoudre le système Ax = b ave

b =







1
1
1
1







Réponse1.



On applique la formule vue en 
ours ou donnée dans le livre de référen
e, et on obtient :
l11 = a11 = 1

l21 = a21 = 2

l31 = a31 = 1

l41 = a41 = 1

u12 =
1

l11
a12 = 1

u13 =
1

l11
a13 = 1

u14 =
1

l11
a14 = 2

l22 = a22 − l21u12 = −1

l32 = a32 − l31u12 = 1

l42 = a42 − l41u12 = 1

u23 =
1

l22
(a23 − l21u13) = 1

u24 =
1

l22
(a24 − l21u14) = 3

l33 = a33 − l31u13 − l32u23 = −1

l43 = a43 − l41u13 − l42u23 = 1

u34 =
1

l33
(a34 − l31u14 − l32u24) = 4

l44 = a44 − l41u14 − l42u24 − l43u34 = −5Don
,
LU =







1 0 0 0
2 −1 0 0
1 1 −1 0
1 1 1 −5







︸ ︷︷ ︸

L

×







1 1 1 2
0 1 1 3
0 0 1 4
0 0 0 1







︸ ︷︷ ︸

UOn résoud par substitution avant Ly = b,






1 0 0 0
2 −1 0 0
1 1 −1 0
1 1 1 −5













y1

y2

y3

y4







=







1
1
1
1









On obtient,
y =







1
1
1

2/5





Et �nalement, on résoud Ux = y par substitution arrière,







1 1 1 2
0 1 1 3
0 0 1 4
0 0 0 1













x1

x2

x3

x4







=







1
1
1

2/5





On obtient,

x =







2/5
2/5
−3/5
2/5







V. Déterminant et inverse de matri
e par dé
omposition LU1. Dé
omposer la matri
e A en produit de matri
e LU ,ave
 A =





1 4 −2
−1 2 −1
3 3 0



2. Cal
uler le déterminant de la matri
e A en se servant du résultat de la dé
omposition LU obtenu.3. Cal
uler l'inverse de la matri
e grâ
e à la dé
omposition LU obtenue.Réponse1.Soit
A = LU,

=





l11 0 0
l21 l22 0
l31 l32 l33





︸ ︷︷ ︸

L

×





1 u12 u13

0 1 u23

0 0 1





︸ ︷︷ ︸

UOn obtient :
l11 = a11 = 1

l21 = a21 = −1



l31 = a31 = 3

u12 =
1

l11
a12 = 4

u13 =
1

l11
a13 = −2

l22 = a22 − l21u12 = 6

l32 = a32 − l31u12 = −9

u23 =
1

l22
(a23 − l21u13) = −1/2

l33 = a33 − l31u13 − l32u23 = 3/2Don
,
LU =





1 0 0
−1 6 0
3 −9 3/2





︸ ︷︷ ︸

L

×





1 4 −2
0 1 −1/2
0 0 1





︸ ︷︷ ︸

U2.Le déterminant d'un produit de matri
e est le produit des déterminants. De plus le déterminant d'unematri
e triangulaire est le produit de ses éléments diagonaux. De 
e fait, nous avonsdet(A) = (−1)0 × det(LU) = det(L) × det(U)

= (1) × (6) × (3/2)

= 93.On a
A = LU ⇒ A−1 = (LU)−1De plus,

(LU)−1LU = I

(LU)−1LUU−1 = U−1

(LU)−1LL−1 = U−1L−1

(LU)−1 = U−1L−1Cal
ulons L−1, on a su

essivement,




1 0 0
−1 6 0
3 −9 3/2









1 0 0
0 1 0
0 0 1







En faisant l2 = l2 + l1 et l3 = l3 − 3l1,




1 0 0
0 6 0
0 −9 3/2









1 0 0
1 1 0
−3 0 1



En faisant l2 = l2/6 et l3 = l3 + 9l2,




1 0 0
0 1 0
0 0 3/2









1 0 0
1/6 1/6 0
−3/2 3/2 1



En faisant l3 = (2/3)l3,




1 0 0
0 1 0
0 0 1









1 0 0
1/6 1/6 0
−1 1 2/3



Don
,
L−1 =





1 0 0
1/6 1/6 0
−1 1 2/3



Cal
ulons U−1, on a su

essivement,




1 4 −2
0 1 −1/2
0 0 1









1 0 0
0 1 0
0 0 1



En faisant l2 = l2 + l3/2 et l1 = l1 + 2l3,




1 4 0
0 1 0
0 0 1









1 0 2
0 1 1/2
0 0 1



En faisant l1 = l1 − 4l2,




1 0 0
0 1 0
0 0 1









1 −4 0
0 1 1/2
0 0 1



Don
,
U−1 =





1 −4 0
0 1 1/2
0 0 1



Don
, puisque A−1 = U−1L−1,




1 −4 0
0 1 1/2
0 0 1



 ×





1 0 0
1/6 1/6 0
−1 1 2/3



 =





1/3 −2/3 0
−1/3 2/3 1/3
−1 1 2/3






