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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RIF (1)Rappel
H(z) est un polyn�me de degré N en z−1

H(z) = b0 + b1 z−1 + b2 z−2 + . . . + bN z−NFiltre stable ave
 une réponse impulsionnelle �nie etréelle 
onstitué de la suite des N+1 
oe�
ients b0, . . . , bN

⇓La réponse fréquentielle est la TF des 
oe�
ients bi1 Synthèse par Interpolation FréquentielleOn se donne un gabarit fréquentiel que l'on é
han-tillonne et on 
al
ul la TFD inverse de 
es é
hantillons

h(n) = hn =

N−1∑

u=0

H
(u Fe

N

)

exp
(2π j u Fe n Te

N

)

Les hi ainsi obtenus vont bien donner la fon
tion detransfert idéale aux points H(n Fe

N
) mais il donneront unspe
tre ave
 des ondulations entre 
es valeursLe fait de prendre N 
oefs bi revientà tronquer h par ΠN Te 2



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RIF (2)Le fait de prendre un nb �nit N de 
oefs bi revient à
onsidérer le gabarit fréquentiel suivant

NotaLa tron
ature simple est la tron
ature par fenêtre re
-tangulaire. On peut 
onsidérer d'autre types de tron
a-tures, Hanning, Bla
kman, et
.
2 Synthèse par Interpolation TemporelleLa TF inverse du gabarit fréquentiel idéal nous donneune expression analytique de la réponse impulsionnelleque l'on é
hantillonne et que l'on tronque

F−1

⇋ 2 fb ·
sin(2π·fb·t)

π·t
= h(t)

h(t) −→ É
hantillonnage −→ Tron
atureNotaMême problèmes que pour la méthode pré
édente3



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RIF (3)3 Synthèse par Méthode de la Fenêtre

Gabarit fréquentiel réel
• Bande Passante (BP)
• Largeur Bande Transition (∆F = fs − fc)
• Bande Atténuée (BA)
• Amplitude des os
illations en BP (δ1) et BA (δ2)

+ Contrainte de Phase linéaire ⇒ symétrie des 
oefs
h(n) = h(N − 1 − n) 0 ≤ n ≤ N−1

21 On détermine la longueur N né
essaire
N ≈

2

3
·

fe

∆f
· log10

[

1

10 δ1 δ2

]

2 Cal
ul de la TF inverse à partir du �ltre idéalSi N impair h(n) =

∫ 1/2

−1/2

H(f) e2πjfn dfSi N pair h(n) =

∫ 1/2

−1/2

H(f) e−πjf e2πjfn df3 Tron
ature à N é
hant. (+ Apodisation) 4



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RIF (4)Exemple

Nota
• Pour éviter un tronquage brutal (et phénomène deGibbs) il 
onvient d'appliquer une fenêtre d'apodisation
• on dé
alera la réponse impulsionnelle a�n qu'elle de-vienne 
ausal 5



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RIF (5)ExempleAve
 Apodisation par fenêtre re
tangulaire

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = fc = 30 kHz
• f2 = fs = 60 kHz
• Gain=−80 dB dans BANotaNe peut être réalisé ave
 une fenêtre re
tangulaire(Gain > 80 dB) dans BA 6



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RIF (6)ExempleAve
 Apodisation par fenêtre de Hanning

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = fc = 30 kHz
• f2 = fs = 60 kHz
• Gain=−80 dB dans BANotaLe gain souhaité (−80 dB) dans la BA demanderait plusde 63 
oe�
ients 7



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RIF (7)ExempleAve
 Apodisation par fenêtre de Kaiser

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = fc = 30 kHz
• f2 = fs = 60 kHz
• Gain=−80 dB dans BANotaLe gain souhaité (−80 dB) est réalisé ave
 63 
oefs8



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (1)Rappel
H(z) est une fra
tion en z−1

H(z) =
b0 + b1 z−1 + . . . + bM z−M

1 + a1 z−1 + . . . + aN z−NFiltre de réponse impulsionnelle in�nie , dé�nie par uneéquation ré
ursive ave
 des p�les et zéros a
tifs etstable si les poles sont à l'intérieur de C|z|=1

◮ Pour un point M(f) 	 sur C|z|=1, proximité d'un zéro
⇒ H() ց et proximité d'un p�les ⇒ H() ր)1 Synthèse dire
te par Pla
ement des p�les et zérosLorsqu'on veut réaliser une H(f) approximative

Comment modi�er 
e �ltre pour
• La BP soit plus étroite ?
• Gain en 
ontinu (f = 0) �xé ?
• Gain en haute fréquen
e (f = fe/2) soit �xé ?9



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (2)Exer
i
eFiltre reje
teur (not
h �lter) ave
 fe = 1000 Hz et fré-quan
e à rejeter de 50 Hz
◮ 2 p�les sur en θ = ±180 à l'intérieur du C|z|=1. Leszeros sont pla
és sur C|z|=1 
omme pré
édemment en
θ = ±180

◮ La reje
tion de 50 Hz sera d'autant plus forte si l'onpla
e n 
ouples de p�les en θ = ±180

10



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (3)2 Synthèse à partir d'un �ltre analogiqueA. Approximation de l'équation di�érentielle
y + τ

∂y

∂t
= xOn utilise l'approx. de la dérivée, ∂y(t)

∂t
≈ y(n) − y(n − 1)

y + τ
∂y

∂t
= x

discret
⇋ (1 + τ) y(n) − τ y(n − 1) = x(n)

⇓ Z

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1

(1 + τ) − τz−1Cf. Chapitre Syst. LIT RationnelEx. de Fon
t. Transfert (4)NotaMeilleure approximation de ∂y(t)
∂t

en utilisant
∂y(t)

∂t
≈ [y(n + 1) − y(n − 1)]/2

∂2y(t)

∂t2
≈ [y(n + 1) − 2y(n) + y(n − 1)]/2

B. Synthèse à partir d'une transmittan
eÀ partir de H(f) ou H(p = jw), on rempla
e
p = jw = 1 − z−1 p2 = (1 − z−1)2 et
. . . .ou

p = jw = [z − z−1]/2 p2 = (z − 2 + z−1) et
. . . .11



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (4)Exer
i
eCal
uler la fon
tion de transfert H(z) équivalente au�ltre analogique en utilisant l'approximation la plus simpleet la deuxième
H(p) =

1

p2 + 0.2 p + 11
H(z) =

z2

2.2 z2 − 2.2 z + 12
H(z) =

z

1.1 z2 − z + 0.93
H(z) =

1 + 2 z + z2

5.4 z2 + 10 z−1 + 4.6(
f. Méthode Transformation bilinéaire, slide 15)
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (5)3 Invarian
e de la réponse impulsionnelleOn 
her
he des �ltres analogiques et numériquesayant des réponses impulsionnelles identiquesSoit à synthétiser un �ltre (par ex : 1
1+j w τ

) dont la ré-ponse impulsionnelle est
h(t) =

1

τ
e−t/τ · U(t)

Z
⇋

1

τ

1

1 − e−
1

τ z−1
= H(z)Dans la pratique, on normalisera H(z) en le divisant par

H(1) de manière à 
e que les gains en 
ontinu des �ltresnumériques et analogiques soient identiques
H(z) =

1 − e−
1

τ

1 − e−
1

τ z−1RemarqueCependant la BP du �ltre numérique résulte de la pé-riodisation de 
elle du �ltre analogique

◮ Ne 
onvient que pour les �ltres analogiques à bandelimitée (passe-bas, passe-bande), a�n d'éviter tout phé-nomène de repliement de spe
tre 13



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (6)

14



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (7)4 Transformation bilinéaireSoit un système dis
ret réalisant l'approximation d'uneintégrale par la méthode du trapèze

pour T=1 ◮ y(n) = y(n − 1) +
x(n) + x(n − 1)

2
⇓ Z

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1

2

1 + z−1

1 − z−1
︸ ︷︷ ︸Intégrateur dans ZOr l'opérateur réalisant une intégratation dans l'espa
ede Fourier est 1

2π j f
= 1

j w
= 1

pPour passer d'une transmittan
e H(f) dans F à unefon
tion de transfert H(z) dans Z ◮

1

p
=

1

2

1 + z−1

1 − z−1

p = 2
1 − z−1

1 + z−1
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (8)

z =
2 + p

2 − p

e2π j fn =
2 + j(2π fa)

2 − j(2π fa)� Don
 �
• Même module
• L'égalité des phases né
éssite πfa = tan(πfn)

⇔ fa =
1

π
tan(πfn)

16



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (9)Toute transformation bilinéaire induit une déformationen fréquen
e de tout le domaine fréquentielDeux 
as peuvent se présenter :1 Les 
ara
téristiques du �ltre se situent dans lesbasses fréquen
es et 
ette distorsion est tolérable2 Dans le 
as 
ontraire, il faut la 
ompenser par unpré-dé
alage des 
ara
téristiques du �ltre analogique

A partir d'un Gabarit numérique 
ara
térisé par desfréquen
es numériques f1n
, f2n

, et
.
⇓ fa = 1

π
tan(πfn)fréquen
es analogiques f1a

, f2a
, et
.
-a-d le gabarit analogiquepuis TRANSFORMATION BILINÉAIRE17



SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (10)
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (11)Exemple

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = fc = 3 kHz
• f2 = fs = 6 kHz
• Ondulation dans BP < 0.1 dB
• Gain dans BA < −80 dB
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (12)Exemple

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = fc = 30 kHz
• f2 = fs = 60 kHz
• Ondulation dans BP < 0.1 dB
• Gain dans BA < −80 dB
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (13)Exemple

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = 30 kHz
• f2 = 60 kHz
• Ondulation dans BP < 0.1 dB
• Gain dans BA < −80 dB
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (14)Exemple

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = 30 kHz • f2 = 60 kHz
• f1 = 90 kHz • f2 = 120 kHz
• Ondulation dans BP < 0.1 dB
• Gain dans BA < −80 dB
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (15)Exemple

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = 30 kHz • f2 = 60 kHz
• f1 = 90 kHz • f2 = 120 kHz
• Ondulation dans BP < 0.1 dB
• Gain dans BA < −80 dB
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (16)Exemple

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = fc = 30 kHz • f2 = fs = 60 kHz
• Ondulation dans BP < 0.1 dB
• Gain dans BA < −80 dB
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (17)Exemple

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = 30 kHz • f2 = 60 kHz
• Ondulation dans BP < 0.1 dB
• Gain dans BA < −80 dB
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (18)Exemple

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = 30 kHz • f2 = 60 kHz
• Ondulation dans BP < 0.1 dB
• Gain dans BA < −80 dB
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SYNTHÈSE DES FILTRES RIF & RIICONCEPTION DES FILTRES RII (19)Exemple

Cara
téristique souhaitée
• fe = 360 kHz
• f1 = 30 kHz • f2 = 60 kHz
• Ondulation dans BP < 0.1 dB
• Gain dans BA < −80 dB
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