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I.Trouver l'expression mathématique et l'allure de la réponse fréquentielle du masque de 
onvo-lution h(x, y) donné 
i-dessous. Tra
er sommairement l'allure de sa réponse fréquentiel (enune dimension). De quel type de �ltre (passe-bas, passe-haut, passe-bande, et
.) s'agit t-il ?Pouvait-on prévoir le résultat juste en regardant les 
oe�
ient de 
e �ltre ? Justi�er votreréponse. De quel type de fon
tion 
ontinue 
e �ltre est 
ensé provenir ? Théoriquementqu'aurait du t'on obtenir dans le domaine fréquentiel ? Est-
e le 
as ? Pourquoi ?
h(x, y) = 1
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II.Rappelez l'expression mathématique et l'allure de la réponse fréquentielle du masque de
onvolution h(x, y) donné 
i-dessous et tra
er sommairement l'allure de sa réponse fréquen-tiel (en une dimension). Quel transformation mathématique faut-il faire dans le domainefréquentiel pour que 
e masque de 
onvolution soit un vrais �ltre passe-haut 1 ? Dans ledomaine spatial, quelle opération 
ela implique t-il sur le masque de 
onvolution 1D pourque 
ela soit un vrais �ltre passe-haut ? Trouver le masque de 
onvolution 2D 
orrespondant.

h(x, y) =

1 -3 1-3 9 -31 -3 1aQuel fon
tion faut-il retran
her ou ajouter, multiplier, et
. ?
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Cal
uler la 
onvolution numérique de l'image I(x, y) 
i-dessous ave
 lemasque de 
onvolution en x et en y dont l'origine a été indiqué par une�è
he. Indiquer les résultats 
i dessous, respe
tivement la 
onvolution ave
le gradient en x, 
elui en y, et le résultat de l'approximation du moduledu gradient par la formule suivante |G| = |Gx∗I(x, y)|+ |Gy ∗I(x, y)| et lerésultat de la déte
tion du 
ontour si 
e module de gradient est supérieurou égale à trois.
IV.Dé
rivez le pro
essus mis en oeuvre sur l'exemple de la Figure 
i-dessous et 
ommentez sonrésultat.

Su

essivement, l'image initiale, son spe
tre de Fourier, le spe
tre modi�é et l'image résultat.
V.Pouvez vous expliquez brièvement quel est le phénomène qui se passe pour 
ette image(
f. Figure) ? L'image non bruitée est 
omposée de 
er
les 
on
entriques dont les rayons serappro
hent de plus en plus.



(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Fig. 1 � Trois Images et trois spe
tres . . .VI.Asso
ier à 
ha
une des images le spe
tre (module de la TF) 
orrespondant et expliquezpourquoi vous avez fait 
e 
hoix (
f. Figure 1) ?VII.Cal
uler la Transformée de Hadamard de l'image 2 × 2 suivante [

2 1
3 2

]

VIII.Répondre brièvement (1 à 2 phrases) aux questions suivantes :1. Donner le prin
ipal avantage du �ltrage fréquentiel (lorsqu'on utilise une FFT) 
om-parativement au �ltrage spatial.2. Donner approximativement le nombre d'opérations né
essaire pour un �ltrage fréquen-tiel (utilisant une FFT) et un �ltrage spatial ave
 un masque de 
onvolution de taille
M ×M et une image de taille N ×N (on prendra la 
onvention suivante une addition
omplexe = 2 ops et une multipli
ation de 2 
omplexes = 6 ops, une opération = 1multipli
ation = 1 op). A partir de quelle longueur du masque de 
onvolution est ilplus avantageux de prendre le �ltrage fréquentiel (pour une image de taille 128 × 128par exemple) ?3. Quel est le type de 
onvolution spatiale équivalente doit on s'attendre lorsqu'on faitdu �ltrage fréquentiel ; 
elui dont les bords de l'image sont remplies de valeurs nulles,
elui ou l'image est 
onsidéré 
omme toroïdale ou 
elui ou les bords de l'image ne sontpas prises en 
ompte ? Justi�er votre réponse.



IX.Quel est le nombre minimum de bits (Borne supérieure théorique) ave
 lequel on peut
ompresser 
ette image de taille 8× 8 pixels (et 
omportant trois niveaux de gris di�érents)sans au
une perte ?
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X.1. Pour une image de taille N ×N , indiquer le nombre d'opérations né
essaires (
om-plexité) pour :(a) Faire la Transformée de Fourier Dis
rète (TFD).(b) Faire la TFD en utilisant la propriété de séparabilité de 
ette transformée (i.e.,en utilisant une série de TFD 1D).(
) Faire une Fast Fourier Transform (FFT) en utilisant la propriété de séparabilitéde 
ette transformée (i.e., en utilisant une série de FFT 1D).(d) Faire une FFT 2D.2. Cal
uler par TFD les quatre 
oe�
ients spe
trals du ve
teur de 4 é
hantillons suivant :
[1 1 1 1]Indiquer aussi quel interval de fréquen
e sépare le premier du deuxième é
hantillon.3. Cal
uler en utilisant le prin
ipe de la FFT les deux premiers é
hantillons spe
tral de
e même ve
teur.

XI.On rappelle que le �ltrage de Marr d'une image I 
onsiste en deux étapes1. Un �ltrage Gaussien réalisé sur I.2. Le 
al
ul du lapla
ien de l'image �ltrée obtenu à l'étape 1.Donner l'expression analytique de 
e �ltre dans le domaine spatial et dans le domaine spe
-tral1. On ne 
onsiderera qu'une seule et unique dimension pour simpli�er le problème et ons'aidera pour trouver l'expression analytique de 
e �ltre dans le domaine fréquentiel de laTF d'une gaussienne et des propriété de dérivation de la TF.aOn rappelle qu'une distribution Gaussienne s'é
rit
G(x) =

1
√

2πσ
exp (−

x2

2σ2
)



XII.1. Soit le �ltre 1D spatial qui réalise, sur le signal unidimensionnel f(x), l'opération
f(x) − k

∂2f(x)

∂x2
(1)(a) Trouver l'expression mathématique et l'allure de la réponse fréquentielle (modulede la Transformée de Fourier) de 
e �ltre pour k > 1.(b) En déduire le type de �ltre dont il s'agit pour k > 0, et rappeler (
f. notesde 
ours) quel phénomène 
e �ltre fera apparaître en rappelant son lien ave
 lesystème visuel humain et donner �nalement (à l'aide d'un graphique) son e�etsur un signal 1D en es
alier.(
) Quel r�le joue k (> 0) dans 
e �ltre ?(d) Si on 
onsidère le masque de 
onvolution [1 × 3] (i.e., 1 ligne et 3 
olonnes)traditionnellement donné pour l'opérateur ∂2

∂x2 , donner le masque de 
onvolution
[1 × 3] qui réalise l'Équation (1) pour k = 1.(e) En utilisant le masque de 
onvolution [1×3] trouvé à la question pré
édente (quel'on appelle par la suite h(x)), utiliser la TF H(ν) =

∑+1

x=−1
h(x) exp (−2πjνx)pour trouver sa réponse fréquentielle et 
omparer la ave
 la réponse fréquentielleobtenue à la question (a). Pourquoi 
es deux réponses fréquentielles sont ellesdi�érentes ? Justi�er votre réponse.2. Soit maintenant le �ltre 1D spatial de la fon
tion f(x) qui réalise l'opération suivante

f(x) + k
∂2f(x)

∂x2
(2)(a) Trouvez l'expression mathématique et l'allure de la réponse fréquentielle (modulede la Transformée de Fourier) de 
e �ltre pour k > 1.(b) Si on 
onsidère le masque de 
onvolution [1×3] (i.e., 1 ligne 3 
olonnes) tradition-nellement donné pour l'opérateur ∂2

∂x2 , donnez le masque de 
onvolution [1 × 3]qui réalise l'Équation (3) pour k quel
onque.(
) En déduire les valeurs de k pour lesquels l'Éq. (3) implémente un �ltre passe-bas.(d) A quoi est équivalent le �ltre trouvé en 2.(
) pour k = 0.25 ?XIII.1. Quelles propriétés à la spe
tre (obtenu à l'aide d'une TF) d'une fon
tion paire.2. On dispose algorithmiquement d'une FFT (Fast Fourier Transform) et on voudrait
al
uler la TCD (Transformée de Cosinus Dis
rète) de l'image suivante que l'on supposeavoir une longueur et largeur égale à une puissan
e de deux.Expliquez 
omment vous pouvez 
al
uler 
ette TCD à partir de la FFT et dire qu'ellessont les propriétés de 
es deux transformés qui vous permettent de faire 
ela (i.e.,justi�er votre réponse).3. Quel est don
 la 
omplexité algorithmique par 
ette stratégie du 
al
ul d'une TCDd'une image de taille N × N ?



XIV.1. Les images 1 à 4 de la Fig. 2 représentent le module du spe
tre de Fourier des di�érentesimages (a) à (d). Indiquer, pour 
ha
un des spe
tres, à quelle image il 
orrespond.Justi�er 
haque réponse par les 
ara
téristiques présentes dans l'image.2. Quelle parti
ularité à le spe
tre de phase ou la partie imaginaire d'un signal paire ?3. Quelle sorte d'image obtiendrait on, si après 
al
ul de la transformée de 
ette image,on inversait (i.e., on multipliait par −1) tous les 
oe�
ients de la partie imaginaire dela transformée de Fourier obtenue et si on faisait une transformée de Fourier inverse�nale (en laissant la partie réelle in
hangée) ? Justi�er votre réponse en utilisant lespropriétés de la transformée de Fourier.
(a) (b) (
) (d)
(1) (2) (3) (4)Fig. 2 � Images et leur module du spe
tre de Fourier en ordre aléatoire.

XV.Soit une séquen
e d'images que l'on modélise par la fon
tion f(x, y, t), x et y étant la positiondu pixel et t prenant des valeurs entières représentant le numéro de l'image dans la séquen
e.1. On désirerait 
al
uler la transformée dis
rète 3D de 
e volume de donnée. Dire 
omment
ela pourrait être fait à partir de la TFD 2D et la TFD 1D?2. Supposons que dans séquen
e d'image f(x, y, t), une région (ou l'image entière) subitune translation pure de vitesse (ou vélo
ité) (vx, vy), nous savons que la relation quilie l'image f(x, y, t) et 
ette vélo
ité est exprimée par la relation suivante
vx

∂

∂x
f(x, y, t) + vy

∂

∂y
f(x, y, t) +

∂

∂t
f(x, y, t) = 0 (3)En posant F(f(x, y, t)) = F (νx, νy, νt), que devient 
ette éq. dans le domaine spe
tral.3. En déduire 
omment on peut estimer le 
ouple (vx, vy) donnant la vitesse de translationdans le domaine spe
tral.


