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I.Trouver l'expression mathématique et l'allure de la réponse fréquentielle du masque de 
onvo-lution h(x, y) donné 
i-dessous. Tra
er sommairement l'allure de sa réponse fréquentiel (enune dimension). De quel type de �ltre (passe-bas, passe-haut, passe-bande, et
.) s'agit t-il ?Pouvait-on prévoir le résultat juste en regardant les 
oe�
ient de 
e �ltre ? Justi�er votreréponse. De quel type de fon
tion 
ontinue 
e �ltre est 
ensé provenir ? Théoriquementqu'aurait du t'on obtenir dans le domaine fréquentiel ? Est-
e le 
as ? Pourquoi ?
h(x, y) = 1
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H(u) =

+∞∑

x=−∞

h(x) exp (−2πjux) =

+1∑

x=−1

h(x) exp (−2πjux)

=
1

4
[exp (2πju) + 2 + exp (−2πju)] =

1

4
[2 + 2 cos(2πu)] =

1 + cos(2πu)
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C'est un �ltre passe-bas ; 
e que l'on pouvait prévoir en
onstatant que tous les 
oe�
ients de 
e �ltre sont positifs.Ce �ltre est un �ltre Gaussien, 
ensé provenir de la dis
réti-sation de la fon
tion Gaussienne bien 
onnue. Théoriquement,si 
'était parfaitement le 
as, on aurait du obtenir dans le do-maine fréquentiel une Gaussienne, 
e qui n'est pas le 
as i
i.On obtient seulement la re
onstru
tion de la Gaussienne parles deux premiers termes de la série de Fourier 
omplexe (re-
onstru
tion par les deux premières exponentiels 
omplexes).

II.Rappelez l'expression mathématique et l'allure de la réponse fréquentielle du masque de
onvolution h(x, y) donné 
i-dessous et tra
er sommairement l'allure de sa réponse fréquen-tiel (en une dimension). Quel transformation mathématique faut-il faire dans le domainefréquentiel pour que 
e masque de 
onvolution soit un vrais �ltre passe-haut 1 ? Dans ledomaine spatial, quelle opération 
ela implique t-il sur le masque de 
onvolution 1D pourque 
ela soit un vrais �ltre passe-haut ? Trouver le masque de 
onvolution 2D 
orrespondant.
h(x, y) =

1 -3 1-3 9 -31 -3 1aQuel fon
tion faut-il retran
her ou ajouter, multiplier, et
. ?RéponseFiltre séparable ◮
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H(u) =

+∞∑

x=−∞

h(x) exp (−2πjux) =

+1∑

x=−1

h(x) exp (−2πjux)

= − exp (2πju) + 3 − exp (−2πju) = 3 − 2 cos(2πu)
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C'est un rehausseur de 
ontour, 
e n'est don
 pas un réel�ltre passe-haut. Pour que 
ela en soit un, il faudrait retran
herdans le domaine fréquentiel la fon
tion 
onstante f(ν) = −1,i.e., retran
her dans le domaine spatial la fon
tion F−1(f(ν)) =
−δ(x). Dans 
e 
as, on obtiendrait le masque de 
onvolution
[−1 3 − 1] − [0 1 0] = [−1 2 − 1], qui est bien un vrais �ltrepasse haut. En 2D 
ela 
orrespond au masque de 
onvolution
i dessous 1 -2 1-2 4 -21 -2 1
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Cal
uler la 
onvolution numérique de l'image I(x, y) 
i-dessous ave
 lemasque de 
onvolution en x et en y dont l'origine a été indiqué par une�è
he. Indiquer les résultats 
i dessous, respe
tivement la 
onvolution ave
le gradient en x, 
elui en y, et le résultat de l'approximation du moduledu gradient par la formule suivante |G| = |Gx∗I(x, y)|+ |Gy ∗I(x, y)| et lerésultat de la déte
tion du 
ontour si 
e module de gradient est supérieurou égale à trois.Réponse
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IV.Dé
rivez le pro
essus mis en oeuvre sur l'exemple de la Figure 
i-dessous et 
ommentez sonrésultat.

Su

essivement, l'image initiale, son spe
tre de Fourier, le spe
tre modi�é et l'image résultat.RéponseCe pro
essus est un �ltre passe-bas. Il 
onsiste a 
al
uler la TF de l'image et à multiplier 
ette TF par unefon
tion porte bidimensionnelle. Cela a pour e�et de �ltrer le bruit mais aussi d'éliminer les détails de l'imageet d'introduire un �ou sur l'image. De plus 
e �ltrage passe-bas a pour e�et d'introduire sur l'image résultatune 
ertaine ondulation (
ausé par le fait que la TF inverse d'une fon
tion porte est un sinus 
ardinal ; leslobes se
ondaires de la sin
 produisant 
et e�et).



V.Pouvez vous expliquez brièvement quel est le phénomène qui se passe pour 
ette image(
f. Figure) ? L'image non bruitée est 
omposée de 
er
les 
on
entriques dont les rayons serappro
hent de plus en plus.

RéponseC'est l'e�et moiré, d'aliasing, de sous-é
hantillonnage ou en
ore l'e�et du au repliement de spe
tre. Depar sa nature (des 
er
les 
on
entriques dont les rayons se rappro
hent de plus en plus), il est impossible detrouver une période d'é
hantillonnage assez petite pour éviter le repliement de spe
tre de 
ette image.VI.Asso
ier à 
ha
une des images le spe
tre (module de la TF) 
orrespondant et expliquezpourquoi vous avez fait 
e 
hoix (
f. Figure 1) ?
(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Fig. 1 � Trois Images et trois spe
tres . . .



RéponseImage (a) ave
 spe
tre (e) : l'image de la souris présente une dis
ontinuité ou transition brutale suivantl'axe des x qui se traduit par une TF présentant de nombreuses fréquen
es spatiales suivant l'axe des ν(asso
ié à l'axe des y).Image (
) ave
 spe
tre (f) : l'image du 
améra-man présente spatialement de nombreuses dis
ontinuitéssuivant di�érents axes que l'on retrouve dans le domaine fréquentiel (de nombreuses et importantes fréquen
esspatiales asso
iées à di�érents axes).Image (b) ave
 spe
tre (d) : l'image est dis
rétisée par une sorte de peigne de Dira
 bidimensionnelpondéré. Dans le domaine fréquentiel, 
ela se traduit par une 
onvolution du motif spe
tral de base par unpeigne de Dira
 bidimensionnel pondéré.VII.Cal
uler la Transformée de Hadamard de l'image 2 × 2 suivante [2 1
3 2

]RéponseProje
tion de [2 1
3 2

] sur la base de Hadamard 2 × 2 :
• <

[
2 1
3 2

] [
1 1
1 1

]

> /4 = 2,
• <

[
2 1
3 2

] [
−1 1
−1 1

]

> /4 = −1/2,
• <

[
2 1
3 2

] [
−1 −1
1 1

]

> /4 = 1/2,
• <

[
2 1
3 2

] [
1 −1
−1 1

]

> /4 = 0.
[
2 1
3 2

]

= 2

[
1 1
1 1

]

− 1/2

[
−1 1
−1 1

]

+ 1/2

[
−1 −1
1 1

]

+ 0

[
1 −1
−1 1

]

VIII.Répondre brièvement (1 à 2 phrases) aux questions suivantes :1. Donner le prin
ipal avantage du �ltrage fréquentiel (lorsqu'on utilise une FFT) 
om-parativement au �ltrage spatial.2. Donner approximativement le nombre d'opérations né
essaire pour un �ltrage fréquen-tiel (utilisant une FFT) et un �ltrage spatial ave
 un masque de 
onvolution de taille
M ×M et une image de taille N ×N (on prendra la 
onvention suivante une addition
omplexe = 2 ops et une multipli
ation de 2 
omplexes = 6 ops, une opération = 1multipli
ation = 1 op). A partir de quelle longueur du masque de 
onvolution est ilplus avantageux de prendre le �ltrage fréquentiel (pour une image de taille 128 × 128par exemple) ?3. Quel est le type de 
onvolution spatiale équivalente doit on s'attendre lorsqu'on faitdu �ltrage fréquentiel ; 
elui dont les bords de l'image sont remplies de valeurs nulles,
elui ou l'image est 
onsidéré 
omme toroïdale ou 
elui ou les bords de l'image ne sontpas prises en 
ompte ? Justi�er votre réponse.



Réponse1Le �ltrage fréquentiel (lorsqu'on utilise une FFT) est plus rapide que le �ltrage spatial surtout pour desmasque de 
onvolution de taille importante.2Pour le �ltrage fréquentiel : 2N2 log N (FFT + IFFT de l'image) + M2 log M (FFT masque) + 6N2(multipli
ation de N2 
omplexes dans l'espa
e des fréquen
es).Pour le �ltrage spatial : N2(2M2−1) ≈ 2M2×N2. À partir d'un masque 3×3 ou 4×4 il est plus intéressant(en terme de 
oût 
al
ulatoire) de faire du �ltrage fréquentiel.3Celui où l'image est 
onsidéré 
omme toroïdale 
ar la te
hnique de �ltrage fréquentiel périodise intrinsè-quement l'image.IX.Quel est le nombre minimum de bits (Borne supérieure théorique) ave
 lequel on peut
ompresser 
ette image de taille 8× 8 pixels (et 
omportant trois niveaux de gris di�érents)sans au
une perte ?
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RéponseOn 
al
ule l'entropie de 
ette image (
f. 
ours Compression, 
ompression d'Hu�man),Nb Moyen de bits > Entropy = −
Gmax∑

i=0

hi log2(hi)où la sommation se fait sur les di�érents niveaux de gris de 
ette image. Gmax est le nombre de niveauxde gris maximal et hi la probabilité d'avoir le niveau de gris = i. On trouve,Entropy =

2∑

i=0

hi log2(hi) =
44

64
log2

(
44

64

)

+
17

64
log2

(
17

64

)

+
3

64
log2

(
3

64

)

= 0.3716 + 0.5080 + 0.2069

= 1.0866 bits/pixel.Il faut don
 au minimum 64 × 1.0866 pour 
oder 
ette image sans perte soit 69.54 bits.



X.1. Pour une image de taille N ×N , indiquer le nombre d'opérations né
essaires (
om-plexité) pour :(a) Faire la Transformée de Fourier Dis
rète (TFD).(b) Faire la TFD en utilisant la propriété de séparabilité de 
ette transformée (i.e.,en utilisant une série de TFD 1D).(
) Faire une Fast Fourier Transform (FFT) en utilisant la propriété de séparabilitéde 
ette transformée (i.e., en utilisant une série de FFT 1D).(d) Faire une FFT 2D.2. Cal
uler par TFD les quatre 
oe�
ients spe
trals du ve
teur de 4 é
hantillons suivant :
[1 1 1 1]Indiquer aussi quel interval de fréquen
e sépare le premier du deuxième é
hantillon.3. Cal
uler en utilisant le prin
ipe de la FFT les deux premiers é
hantillons spe
tral de
e même ve
teur.Réponse11. TF2D d'une image N×N = N4.2. TF2D d'une image N×N = 2N TF1D = 2N(N2) = 2N3.3. FFT2D d'une image N×N = 2N FFT1D 2N(N log N) = 2N2 log N .4. FFT2D d'une image N×N = N2 log N .2

F (0) =
1

4

F (1) =
1

4

3∑

x=0

exp(−πjx/2) =
(1

4
exp(0) + exp(−πj/2) + exp(−πj) + exp(−3πj/2)

)

=
1

4
(1 − j − 1 + j) = 0

F (2) =
1

4

3∑

x=0

exp(−πjx) =
(1

4
exp(0) + exp(−πj) + exp(−2πj) + exp(−3πj)

)

=
1

4
(1 − 1 + 1 − 1) = 0

F (3) =
1

4

3∑

x=0

exp(−3πjx/3) =
(1

4
exp(0) + exp(−3πj/2) + exp(−3πj) + exp(−9πj/2)

)

=
1

4
(1 − j − 1 + j) = 0L'interval de fréquen
e séparant le premier du deuxième é
hantillon est la resolution fréquentielle ∆ν =

1/T ave
 T la plus grande période existant dans le signal (i.e., la longueur même du signal, don
 T = 4∆T ),ave
 ∆T , la résolution spatiale ; (∆T = 1 (1 pixel)) et de 
e fait ∆ν = 1/4. <1 pt>3
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f(0)=1     f(2)=1     f(1)=1     f(3)=1

paire impaire

paire impaire paire impaireOn doit 
al
uler F4(0) et F4(1).
F4(0) =

1

2

[

F paire
2 (0) + F impaire

2 (0)
]

,

=
1

2

[1

2

[
F paire

1 + F impaire
1 (0)

]
+

1

2

[[

, F paire
1 (0) + F impaire

1 (0)
]]

,

=
1

4

[

1 + 1 + 1 + 1
]

= 1.

F4(1) =
1

2

[

F paire
2 (1) − jF impaire

2 (1)
]

,

=
1

2

[1

2

[
, F paire

1 (1) − F impaire
1 (1)

]
− (j/2)

[
F paire

1 (1) + F impaire
1 (1)

]]

,

=
1

2

[1

2

[
1 − 1

]
−(j/2)

[
1 − 1

]]

= 0.XI.On rappelle que le �ltrage de Marr d'une image I 
onsiste en deux étapes1. Un �ltrage Gaussien réalisé sur I.2. Le 
al
ul du lapla
ien de l'image �ltrée obtenu à l'étape 1.Donner l'expression analytique de 
e �ltre dans le domaine spatial et dans le domaine spe
-tral1. On ne 
onsiderera qu'une seule et unique dimension pour simpli�er le problème et ons'aidera pour trouver l'expression analytique de 
e �ltre dans le domaine fréquentiel de laTF d'une gaussienne et des propriété de dérivation de la TF.aOn rappelle qu'une distribution Gaussienne s'é
rit
G(x) =

1
√

2πσ
exp (−

x2

2σ2
)RéponseLes étapes 1. et 2. reviennent à �ltrer l'image I par le lapla
ien d'une Gaussienne. En ne 
onsidérantqu'une seule et unique dimension, 
ela revient à �ltrer l'image I par une PSF qui serait analytiquement ladérivée se
onde d'une Gaussienne. Pour obtenir l' expressions analytique de 
e �ltre dans l' espa
e physique,
onsidérons la dé�nition d'une fon
tion Gaussienne :

G(x) =
1√
2πσ

exp (− x2

2σ2
)



Sa dérivée par rapport à x est :
G′(x) = − x√

2πσ3
exp (− x2

2σ2
)et sa dérivée se
onde (ou son lapla
ien en x),

G′′(x) =
1√

2πσ3

(
x2

σ2
− 1

)

exp (− x2

2σ2
)
e qui nous donne l'expression analytique de 
e �ltre dans l'espa
e spatial suivant la dire
tion x.Cher
hons maintenant son expression analytique dans le domaine de Fourier. Utilisons la propriété dedérivation de la TF pour établir que F(G(x)′′) = (2πjν)2F(G(x)) = −4π2ν2F(G(x)) et le fait, déjà établien 
ours que F(G(x)) = exp (−2π2u2σ2). On en déduit l'expression analytique du �ltre dans le domainefréquentiel :

F(G(x)′′) = −4π2ν2 exp (−2π2u2σ2)XII.1. Soit le �ltre 1D spatial qui réalise, sur le signal unidimensionnel f(x), l'opérationsuivante
f(x) − k

∂2f(x)

∂x2
(1)(a) Trouver l'expression mathématique et l'allure de la réponse fréquentielle (modulede la Transformée de Fourier) de 
e �ltre pour k > 1.(b) En déduire le type de �ltre dont il s'agit pour k > 0, et rappeler (
f. notesde 
ours) quel phénomène 
e �ltre fera apparaître en rappelant son lien ave
 lesystème visuel humain et donner �nalement (à l'aide d'un graphique) son e�etsur un signal 1D en es
alier.(
) Quel r�le joue k (> 0) dans 
e �ltre ?(d) Si on 
onsidère le masque de 
onvolution [1 × 3] (i.e., 1 ligne et 3 
olonnes)traditionnellement donné pour l'opérateur ∂2

∂x2 , donner le masque de 
onvolution
[1 × 3] qui réalise l'Équation (1) pour k = 1.(e) En utilisant le masque de 
onvolution [1×3] trouvé à la question pré
édente (quel'on appelle par la suite h(x)), utiliser la TF H(ν) =

∑+1
x=−1 h(x) exp (−2πjνx)pour trouver sa réponse fréquentielle et 
omparer la ave
 la réponse fréquentielleobtenue à la question (a). Pourquoi 
es deux réponses fréquentielles sont ellesdi�érentes ? Justi�er votre réponse.2. Soit maintenant le �ltre 1D spatial de la fon
tion f(x) qui réalise l'opération suivante

f(x) + k
∂2f(x)

∂x2
(2)(a) Trouvez l'expression mathématique et l'allure de la réponse fréquentielle (modulede la Transformée de Fourier) de 
e �ltre pour k > 1.(b) Si on 
onsidère le masque de 
onvolution [1×3] (i.e., 1 ligne 3 
olonnes) tradition-nellement donné pour l'opérateur ∂2

∂x2 , donnez le masque de 
onvolution [1 × 3]qui réalise l'Équation (3) pour k quel
onque.(
) En déduire les valeurs de k pour lesquels l'Équation (3) implémente un �ltrepasse-bas.(d) A quoi est équivalent le �ltre trouvé en 2.(
) pour k = 0.25 ?



Réponse1(a) La transposition dans le domaine de Fourier ave
 la 
onvention f(x)
F

⇌ F (ν) se fait immédiatementet on trouve
f(x) − k

∂2f(x)

∂x2

F

⇋ F (ν)
[
1 − k(2πjν)2

]
= F (ν)

[
1 + 4kπ2ν2

︸ ︷︷ ︸

H(ν)

]
.Dans le domaine spe
trale, |F (ν)| est don
 multiplié par la fon
tion de transfert H(ν) = 1 + 4kπ2ν2,dont le module est |1 + (4kπ2ν2)|. Ave
 |H(ν)|ν−→0 −→ 1 et |H(ν)|ν−→∞ −→ ∞. L'allure est donné par legraphe 
i 
ontre (pour k = 1).
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1(
) Il 
ontr�lera, proportionnellement à la valeur de k, la plus ou moins ampli�
ation ou rehaussementdes 
ontours.1(d) On a, en utilisant l'opérateur 1 -2 1 pour ∂2

∂x2

f(x) − k
∂2f(x)

∂x2
= f(x) ∗

[

δ(x) − 1 -2 1 ]
= f(x) ∗

[1

3
0 3 1 − 1 -2 1 ]

= f(x) ∗ -1 3 -1On trouve don
 le masque [1 × 3] de 
onvolution suivant -1 3 -11(e) Si on appelle H(ν) la TFD de -1 3 -1 on a
H(ν) =

+∞∑

x=−∞

h(x) exp (−2πjνx) =

+1∑

x=−1

h(x) exp (−2πjνx)

= − exp (2πjν) + 3 − exp (−2πjν) = 3 − 2 cos(2πν)
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Cette réponse fréquentielle est elle aussi un rehausseur de 
ontour mais la TF s'applique i
i sur unefon
tion dis
rète don
 le spe
tre est i
i (for
ément) périodique de période numérique T=1. De plus on doit
onsidérer l'e�et de la dis
rétisassions de l'opérateur dérivé se
onde qui explique que �lo
alement� 
etteréponse fréquentielle 
omporte quelques dissemblan
es 
omparativement à la TF fait sur sa version 
ontinu.Nota : En fait, pour être plus pré
is, il s'agit bien du même �ltre et on peut le 
onstater fa
ilement
ar, pour les petites valeurs de ν (pro
he de 0), cos(2πν) ≈ 1 − (2πν)2/2 et don
 H(ν) = 3 − 2 cos(2πν) ≈
3−2× (1− (2πν)2/2) = 1+4π2ν2, identique à la fon
tion de transfert trouvé à la question 1.(a) pour k = 1.2(a) On trouve

f(x) + k
∂2f(x)

∂x2

F

⇋ F (ν)
[
1 − 4kπ2ν2

︸ ︷︷ ︸

H(ν)

]Et, |H(ν)| = |1 − 4kπ2ν2| qui se représente dans le domaine des fréquen
es par
-1
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2.(b)
f(x) + k

∂2f(x)

∂x2
= f(x) ∗

[

δ(x) + k 1 -2 1 ]
= f(x) ∗

[1

3
0 3 1 + k 1 -2 1 ]

= f(x) ∗ k -2k+1 kOn trouve don
 le masque 1 × 3 de 
onvolution suivant k -2k+1 k2.(
) Si tous les 
oe�
ient de 
e masque de 
onvolution étaient positif, alors la 
onvolution par 
emasque se réduirait à un moyennage et on aurait un �ltre passe-bas ; 
e qui est don
 le 
as pour k > 0 et
k < 1/2.2.(d) Pour k = 0.25, on à k -2k+1 k = 1

4 1 2 1 qui est similaire au �ltre Gaussien ou binomialde largeur 3 (et qui est bien passe-bas puisque tous ses 
oe�
ients sont positifs).



XIII.1. Rappeler quelles propriétés à la spe
tre (obtenu à l'aide d'une TF) d'une fon
tionpaire.2. On dispose algorithmiquement d'une FFT (Fast Fourier Transform) et on voudrait
al
uler la TCD (Transformée de Cosinus Dis
rète) de l'image suivante que l'on supposeavoir une longueur et largeur égale à une puissan
e de deux.Expliquez 
omment vous pouvez 
al
uler 
ette TCD à partir de la FFT et dire qu'ellessont les propriétés de 
es deux transformés qui vous permettent de faire 
ela (i.e.,justi�er votre réponse).3. Quel est don
 la 
omplexité algorithmique par 
ette stratégie du 
al
ul d'une TCDd'une image de taille N × N ?Réponse1(a) Partie réelle paire et pas de partie imaginaire.1(b) On se sert du fait que la FFT suppose que l'image à transformée est périodique en x et y (i.e.,
y
lique) et que la TCD suppose que la transformée de l'image est pair. Don
 une stratégie serait de rendrepair l'image de départ (ou symétrie miroir) sans 
hanger la répartition des fréquen
es de 
elles 
i puis de
al
uler la FFT ; 
ela reviendrait à faire sa TCD ; i.e.TCD ( )

= TF { }

Nota : On 
omprend bien que l'image rendue paire à la même répartition de fréquen
e que l'imageoriginale et que puisque 
elle-
i à été rendue pair, sa FFT n'a qu'une partie réelle sans partie imaginaire etest don
 identique à une TCD. Théoriquement le spe
tre obtenu en utilisant la FFT est aussi 4 fois plusgrand en taille (il faudrait sous-é
hantilloner d'un fa
teur 2 pour retrouver la même taille que 
elle obtenu en
al
ulant dire
tement la TCD) et l'ensemble ds 
oe�
ients obtenus sont auss multiplié par 
e même fa
teur.1(
) Pour la FFT d'une image de taille N × N , on a une 
omplexité proportionelle à N2 log2 N . Pour
al
uler sa TCD il nous faut don
 une 
omplexité proportionelle à 4N2 log2 2N (≈ N2 log2 N).



XIV.1. Les images 1 à 4 de la Fig. 2 représentent le module du spe
tre de Fourier des di�érentesimages (a) à (d). Indiquer, pour 
ha
un des spe
tres, à quelle image il 
orrespond.Justi�er 
haque réponse par les 
ara
téristiques présentes dans l'image.2. Quelle parti
ularité à le spe
tre de phase ou la partie imaginaire d'un signal paire ?3. Quelle sorte d'image obtiendrait on, si après 
al
ul de la transformée de 
ette image,on inversait (i.e., on multipliait par −1) tous les 
oe�
ients de la partie imaginaire dela transformée de Fourier obtenue et si on faisait une transformée de Fourier inverse�nale (en laissant la partie réelle in
hangée) ? Justi�er votre réponse en utilisant lespropriétés de la transformée de Fourier.
(a) (b) (
) (d)
(1) (2) (3) (4)Fig. 2 � Images et leur module du spe
tre de Fourier en ordre aléatoire.Réponse
-4 : l'image est binaire et synthétique et fait don
 apparaître des transitions ou dis
ontinuités spatialestrès nettes qui vont se matérialiser dans son spe
tre d'amplitude par des fréquen
es spatiales élevées et desfort 
oe�
ients de module du spe
tre dans la dire
tion perpendi
ulaire à toutes les transitions blan
he-noirevisibles dans l'image. Il s'agit don
, sans ambiguïté, de l'image 4.d-2 : l'image présente des formes présentant des transitions de di�érentes importan
es et des formesdi�érentes qui vont se traduire spe
tralement par une diversité de fréquen
e dans le domaine spe
tral. Ils'agit don
 de l'image 2.a-3 : Un type de transitions existe dans l'image (horizontale légèrement diagonale) expliquant la lignepresque verti
al de forts 
oe�
ient dans le module du spe
tre de l'image 3. De plus un motif se répète (4fois) suivant l'axe des y et une dis
rétisassions de 4 ou 5 pixels suivant l'axe des fréquen
es en y peut êtrevues sur l'image 3.b-1 : Deux types de transitions (horiz. et diagonales droites) existent dans l'image et 
orrespondent àdeux type de fort 
oe�
ients spe
traux sur une orientation perpendi
ulaire aux deux pré
édentes transitions.2 Le spe
tre de phase ou la partie imaginaire d'un signal paire est nulle.3 L'opération qui 
onsiste à multiplier par −1.0 tous les 
oe�
ients de la partie imaginaire de latransformée de Fourier est l'opération qui prend le 
onjugué du spe
tre 
omplexe, i.e., l'opération F (u, ν) ⊲

F ⋆(u, ν). Or on a la propriété suivante :
f(−x,−y)

F

⇋ F ⋆(u, ν)



Don
 par transformée de Fourier inverse, on va réaliser spatialement l'opération f(−x,−y) qui 
orrespond,puisque l'image est périodique à l'in�nie en ligne et en 
olonne (
ar on a utilisé la transformé de Fourierdis
rète), à une rotation de 180 degré de l'image.
• On pourrait résonner aussi de la façon suivante ; l'opération qui 
onsiste à multiplier par −1.0 tous les
oe�
ients de la partie imaginaire de la transformée de Fourier est l'opération qui multipliera la phase dusignal par -1 et laissera in
hangé le module du spe
tre du signal. L'image sera la même mais don
 déphaséd'un angle π, 
e qui 
orrespond pour l'image à une rotation d'angle π radian ou d'angle 180 degré.XV.Soit une séquen
e d'images que l'on modélise par la fon
tion f(x, y, t), x et y étant la positiondu pixel et t prenant des valeurs entières représentant le numéro de l'image dans la séquen
e.1. On désirerait 
al
uler la transformée dis
rète 3D de 
e volume de donnée. Dire 
omment
ela pourrait être fait à partir de la TFD 2D et la TFD 1D?2. Supposons que dans séquen
e d'image f(x, y, t), une région (ou l'image entière) subitune translation pure de vitesse (ou vélo
ité) (vx, vy), nous savons que la relation quilie l'image f(x, y, t) et 
ette vélo
ité est exprimée par la relation suivante

vx

∂

∂x
f(x, y, t) + vy

∂

∂y
f(x, y, t) +

∂

∂t
f(x, y, t) = 0 (3)En posant F(f(x, y, t)) = F (νx, νy, νt), que devient 
ette éq. dans le domaine spe
tral.3. En déduire 
omment on peut estimer le 
ouple (vx, vy) donnant la vitesse de translationdans le domaine spe
tral.Réponse1Grâ
e à la propriété de séparabilité de la transformée de Fourier, on devrait d'abord 
al
uler pour 
haquevaleur de t une transformé 2D et ainsi réaliser l'opération f(x, y, t)
F

⇋ F (νx, νy, t), puis ensuite sur toute leslignes temporelles, pour 
haque (νx, νy) utiliser �nalement une transformé 1D.2
vx

∂

∂x
f(x, y, t) + vy

∂

∂y
f(x, y, t) +

∂

∂t
f(x, y, t) = 0

F

⇋ 2πj F (νx, νy, νt)
(

vxνx + vyνy + νt

)

= 0l'équation (3) devient don
 vxνx + vyνy + νt = 0 qui est l'équation d'un plan dans le domaine spe
tral.3Le plan de maximum d'énergie spe
tral sera le plan d'équation vxνx + vyνy + νt = 0. Trouver 
e plan,
'est trouver vx et vy.


