Convergence
de
I’algorithme du simplexe



Convergence dans le cas non dégénéré

* Hypothese de non dégénérescence:
toutes les variables de base sont positives a chaque itération

e Théoreme 4.1: Considérons le probleme de programmation linéaire sous
forme standard

min z = ¢ x
Sujeta Ax=0>b
x=0

c,xe R",be R"
A matrice mXn

Sous I’hypothese de non dégénérescence, 1’algorithme du simplexe se
termine en un nombre fini d’itérations.



Preuve:

En supposant que la matrice A est de plein rang m, chaque solution de base

réalisable doit comporter m variables de base positives (hyp. non
dégénérescence).

Il y a un nombre fini de fagons de choisir m colonnes de A parmi les n
pour former des sous matrices mXm :

(nj_ n!
m) m!(n—m)!

Or les bases réalisables constituent un sous ensemble de ces-derniéres.

n n! L.
Donc = est une borne supérieure sur le nombre de
m) m!(n—m)!

solutions de base réalisables.




* Considérons I’effet de compléter un pivot sur la valeur de la fonction

économique lors d’une i1tération du simplexe
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puisque Cs < 0, Ars > 0, et b, >0 par hyp.de non dégénérescence




- - N

_ _ - - b, _
—7—>—7=—7-Cs=—>-Z
_ _ _ ars
L puisque c¢s <0, ar >0, et b, >0 par hyp.de non dégénérescence

Donc 7 <z etainsi la valeur de I’objectif décroit strictement d’une
itération a I’ autre.

Par conséquent une méme solution de base réalisable ne peut se répéter au
cours de I’application de I’algorithme du simplexe.

Puisque le nombre de ces dernicres est borné (fini), il s’ensuit que
I’algorithme du simplexe doit €tre complété en un nombre fini d’itérations.



Probleme ou I’algo. du simplexe cycle
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Illustration graphique de la dégénerescence

Min —-3x-2y
Sujeta x+2y<26
—x+ y<3
xX—y<?2
2x—y <10
x,y20

Min —-3x-2y
Sujet a X+2y+s, =26
-x+Yy +5, =3
X—y ts, =2
2x—y +s, =10
Xy Yy 8158y,83,8, =0




Min —-3x-2y

Sujeta x+2y<26
—-x+ y<3
xX—y<2
oy s10
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Min —3x-2y 3
Sujeta x+2y+s, =26 6
-.x_|_y +S2 :3 6

X—y t s, =2 e 5
0

0

0
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Convergence dans le cas dégénéré

Criteres d'entrée et de sortie de Bland:

Critere d'entrée: La variable d'entrée x, est celle ayant le plus petit indice
parmi les variables hors base ayant un cout relatif négatif; 1.e.,

s = Min {;:¢; <0}.

Critere de sortie: La variable de sortie x . (x i dénotant la variable de base

dans la ™ ligne du tableau) est celle ayant le plus petit indice parmi les
variables candidates a sortir de la base; i.e.,

_ b, b, _
jr = Min {]l La, > O, Ml {_— a, > O}}
[=1,....m als i=l1,. a




Critere de sortie: La variable de sortie x . (x i dénotant la variable de base

dans la 7™ ligne du tableau) est celle ayant le plus petit indice parmi les
variables candidates a sortir de la base; 1.e.,
N b, | b
j, = Min 1, -, >(0,—~ = Min {_—’:ais >O} .
=1,....m da.

i=1,....m
als

Note tres importante:
Lorsque

b, | b _
—= Min < —: a, > 0)
als i=l,...,m ais
est atteint pour plusieurs indices /, alors la variable de base x; choisi selon

le critere précédent pour devenir variable de sortie devient €gale a 0. Par
contre les autres variables x P ou ce Min est atteint restent dans la base

mais deviennent aussi €gales a 0.
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Théoreme 4.2: En utilisant les criteres d'entrée et de sortie de
Bland, l'algorithme du simplexe doit étre complété en un

nombre fini d'itérations.

Preuve. (Preuve par contradiction) Supposons qu'au contraire
pour un certain probleme, 1'algorithme ne soit pas complété en
un nombre fini1 d'itérations. Or étant donné qu'il existe un nombre
fin1 de solutions de base réalisables, 1l s'ensuit que certaines
solutions de base réalisables sont répétées au cours de la

résolution avec l'algorithme du simplexe; 1.e., I'algorithme cycle.



Preuve. (Preuve par contradiction) Supposons qu'au contraire
pour un certain probleme, l'algorithme ne soit pas complété en
un nombre fini1 d'itérations. Or étant donné qu'il existe un nombre
fin1 de solutions de base réalisables, 1l s'ensuit que certaines
solutions de base réalisables sont répétées au cours de la
résolution avec l'algorithme du simplexe; 1.e., 'algorithme cycle.
Considérons une solution de base d'une i1t€ration quelconque.
Alors ou bien cette solution réalisable est optimale, ou bien
nous décelons que le probleme n'est pas borné inférieurement,
ou bien les criteres d'entrée et de sortie de Bland déterminent

de facon unique 1'€lément du tableau sur lequel le pivot est

complété.



Considérons une solution de base d'une itération quelconque.
Alors ou bien cette solution réalisable est optimale, ou bien
nous décelons que le probleme n'est pas borné€ inférieurement,
ou bien les criteres d'entrée et de sortie de Bland déterminent
de facon unique 1'€lément du tableau sur lequel le pivot est
complété.

Par conséquent si l'algorithme cycle, alors le cycle des solutions

de base réalisables qui sont répétées est unique.

Dénotons par I'e {1,..., n} l'ensemble des indices des variables
d'entrée au cours des itérations du cycle. Donc s1j ¢ I, alors x ;
demeure une variable de base au cours de toutes les itérations du
cycle ou elle demeure un variable hors base au cours de toutes

les 1térations du cycle. En somme son statut ne change pas au

cours des itérations du cycle.



Par conséquent si l'algorithme cycle, alors le cycle des solutions

de base réalisables qui sont répétées est unique.
Dénotons par I'e {1,..., n} l'ensemble des indices des variables

dentrée au cours des itérations du cycle. Donc sij ¢ I', alors x;

demeure une variable de base au cours de toutes les itérations
cycle ou elle demeure un variable hors base au cours de toutes
les 1térations du cycle. En somme son statut ne change pas au

cours de itérations du cycle.
Dénotons €galement

g = Max{j},
jel’

et utilisons l'indice supérieur ~ pour désigner les éléments du

tableau du simplexe a I'itération ou x, devient variable d'entrée.



Dénotons €galement

g = Max{/},
jel

et utilisons l'indice supérieur ~ pour désigner les éléments du

tableau du simplexe a I'itération ou x, devient variable d'entrée.

Xl X2... Xg cee xl’l _Z
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ay G- G- aq 0| b
— — — — 77
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Dénotons par i € R"" la derniére ligne du tableau:

T_ — — — —
h —[ € € «..Cy ... Cy 1].



b
b

/

— — — — 7

Ay Gy e -G -Gy O Dy
— — — — —
G C ...Co ..., 1| —Z

Dénotons par &' € R™' 1a derniére ligne du tableau:

T_ — — — —
h —[ € €y ...Cq ... Cy 1].

Puisque x, est la variable dentrée, 1l découle du critere d'entrée
que toutes les variables ayant un indice plus petit que g ont un

cout relatif plus grand ou égal a 0. De plus puisque g = Max{ j}
jel’
alors

h,=c,<0 et h;=c;20Vjel,j#g. (4.1)



X Xpeeo Xpeoo X —Z

@y @y, 0| B ' 0
: A

E 5: .C, ..c |l =7 € Cy.iCynCy 1_

Dénotons par 4" € R™" la derniére ligne du tableau:

T_ — — — —
h —[ € €y ...Cy ... Cy 1].

Puisque le tableau précédent a ét€ obtenu du tableau original
a I'aide d'une suite de pivots, il s'ensuit que le vecteur ' est

une combinaison linéaire des lignes de cette matrice et qu'il
appartient donc a l'espace engendré par les lignes de cette

derniére.



Puisque x, est variable d'entrée a une certaine itération du cycle,

elle doit etre variable de sortie a une autre 1tération du cycle.
Utilisons l'indice supérieur ” pour désigner le tableau du simplexe
associ€ a cette itération.

Dénotons par

XjseesXj,onX;  OU X, =X,

les variables de base a cette ité€ration. Dénotons €galement par x_
la variable d'entrée 1dentifiée avec le critere de Bland. Ainsi

a.est I'élément de pivot.
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Définissons un vecteur ve R™' i partir des éléments dans la

colonne de la variable d'entrée x, dans le tableau précédent:

—/

vji = i
v, =—1

=
Vi = G
v. =0

i=1,....m

autres indices j

Par rapport au tableau 1illustré plus

haut le vecteur v prend la forme
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Le produit scalaire du vecteur v avec chaque ligne du tableau

précédent est €gal a 0. Ainsi v est perpendiculaire a chaque

vecteur ligne du tableau.

Par rapport au tableau 1illustré plus

haut le vecteur v prend la forme
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Puisque le tableau précédent a €té obtenu du tableau original
a I'aide d'une suite de pivots, 1l s'ensuit que le vecteur v est

perpendiculaire aux lignes de cette matrice et qu'il est

donc orthogonal a I'espace engendré par les lignes de cette

derniére.

Donc 1l s'ensuit que

hty =0.

1




T _ — — — — ,:_.” | —
h —[ C; €y ...Cy .. C 1] Vi = i=1...,m

n

- - v, =—1
Donc 1l s'ensuit que S
—
]’lT ntl I 0 Vsl = €
v=2 hy, =0. .
El ol v; =0 autres indices j

Notons d'abord que
RV =1-€7 <0.
Par conséquent, il doit exister au moins un indice j (1 <j<n)
tel que hyv,>0.
Or

S1 & P 0, alors x ; estune variable hors base dans le tableau d'indice
supérieur ’
S1 Vv i * 0, alors x j estune variable de base dans le tableau d'indice

supérieur ”, ou j = s.



v, =-1
Donc il s'ensuit que v . =C,
h'v=0. v, =0 autres indices j

Or

S1 & i 0, alors x ; estune variable hors base dans le tableau d'indice
supérieur ’

S1 Vv i * 0, alors x j estune variable de base dans le tableau d'indice
supérieur ”, ou j = s.

Donc l'indice j doit appartenir a I et alors

L Jsg
Mais puisque

hg:E;<O et v. =a.. >0,

il s'ensuit que j<g.



T s — =a.
h :|: o E; E;, e Cy l:l vji_als
v, =—1
Donc il s'ensuit que v .. =cC
n+l )
h'v=0. V= 0
Mais puisque
— —/
h,=c, <0 et v, =a, >0,

J<8.
Il découle donc de (4.1)

1l s'ensuit que

autres indices j

hg =C, <0 et

que h; >0

et ainsi v, > 0.

Donc x; est une variable de base dans le tableau d'indice supérieur 7,



v, =-1
Donc il s'ensuit que v . =C,
h'v=0. v, =0 autres indices j

v, >0.
Donc x; est une variable de base dans le tableau d'indice supérieur ”,

Soit j = j, tel que @, =v; >0.



Au cours des 1térations du cycle, chaque variable conserve la
méme valeur.
En effet, s1 a une 1tération du cycle une variable d'entrée
augmentait d'une valeur positive, alors la valeur de la fonction
économique diminuerait strictement et alors l'algorithme ne
pourrait cycler.
En particulier,

x;=0 Viel

au cours de toutes les itérations du cycle.

Par conséquent x. =b’=0.



En somme, nous venons d'établir les deux faits suivants:

Donc x; est une variable de base dans le tableau d'indice supérieur g

Soit j = j, <g tel que @, =v; > 0.

et que x; =b, =

Xjoon Xj o Xy Xl X Xy =2
x| @y... 0@, ... 0. a, 0 |b Ainsi cette variable x;
. _ aurait di €tre variable
x; | ay...1...a,..0..0..a, O |b

de sortie a l'itération ~

—— — —  selon le critere de
X apl...l.....O . 0..a, 0|0 |
: : sortie de Bland.
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En somme, nous venons d'établir les deux faits suivants:

Donc x; est une variable de base dans le tableau d'indice supérieur g
Soit j = j,<g telque a, =v; >0.
et que x; =b, =0.

Ainsi cette variable x ; aurait di étre variable de sortie a
P

l'itération ” selon le critere de sortie de Bland.
Ceci1 est une contradiction au fait que nous ayons retenu

plutdt x, comme variable de sortie.

Donc en utilisant les criteres d'entrée et de sortie de Bland,
l'algorithme du simplexe ne peut cycler. La décroissance stricte
de la valeur de la fonction économique au cours des itérations
ou 1l n'y a pas dégénérescence nous assure que l'algorithme

du simplexe doit étre complété en un nombre fin1 d'itérations. O



