5. Algorithme du simplexe
avec
variables bornées



Variante du simplexe pour
probleme avec variables bornées

Considérons le probleme de programmation linéaire avec variables bornées
suivant
min c¢' g
Sujeta Ag=h
l,<g;<q; Jj=L2,..n

ou g,c,l,ge R", he R", et A est une matrice mXxn
Ramenons a 0 les bornes inférieures en faisant le changement de variables

suivant

X;=g;— lj (i.e., g =X + lj)



Variante du simplexe pour
probleme avec variables bornées

. T
le probléme devient e g
Sujeta Ag=h
min ¢’ (x+1) [.<g,<q, j=12,..n

Sujeta  A(x+[)=h
lijj+lquj j=L12,...n

ou c,x,l,ge R", he R", et A est une matrice mxn

 Ramenons a 0 les bornes inférieures en faisant le changement de variables
suivant

X;=g;— lj (i.e., g=X + lj)



Variante du simplexe pour
probleme avec variables bornées

le probleme devient

min ¢’ (x+1)
Sujeta  A(x+[)=h
lijj+lquj j=12,...n

ou g,c,x,le R", he R", et A est une matrice mxn
et en remplagant: u; = g, — [, et b=h-Al
min ¢ x+c'l

Sujeta Ax=b
()ijSuj j=12,...,n



Variante du simplexe pour
probléme avec variables bornées

e Dans ce probleme
min c¢' x
Sujeta Ax=b>b
OijSuj j=12,..,n

puisque c'/ représente une constante, nous pouvons la sortir de la
minimisation sans changer la solution optimale

et dans la suite de la présentation considérer le probleme sans cette
constante sans perte de généralité.



min ¢’ x
Sujeta  Ax=0b>
OijSuj j=12,..,

e Considérons la formulation explicite du probleme

i{y; 20 j=1L2,..,n
e Une facon de le résoudre est de Ig famener sous une forme standard en
introduisant des variables d’écart y,

et d’ensuite utiliser 1’algorithme du simplexe



n
mmn 7= ZC iXj Tableau avec m+ n lignes
=

n
Sujet a Zaijxj =b, i=12,...m
j=1

x;+y;=u j=12,..,n

J
xj,ijO j=12,..,n

n
min 2= chxj Tableau avec m lignes
J=1

Sujet a Zn:aijszbi i=12,...,.m
j=1
OSxJ- j=12,...,n
/

tenir compte de facon implicite




min z= C.X.

it
j=1
n

Sujet a Zal-jxj = b,
J=1

XjrYj=u;

Ly

x;,y;20

1=12,...m
j=12,...,n
j=12,...,n

p
Non dégénérescence:

toutes les variables de
base sont positives a

chaque itération
(.

Considérons une solution de base réalisable de ce probleme.

La présence des contraintes x; + y; = u; implique qu’au moins une des deux
variables Xx;ou y; est variable de base, j=1,2,...,n.

Donc une des trois situations suivantes prévaut pour chaque j = 1,2,...,n:

a) x; = u;est variable de base et y; = 0 est variable hors base

b) x; =0 est variable hors base et y; = u; est variable de base

¢) 0 <x;<u;estvariable de base et 0 <y, < u;est variable de base



. a) x; de base; y; hors base
min z= chx] b) x; hors base; y; de base
=1 C) X j de base; y ; de base
Sujeta  » ayx;  =b,  i=12..m
j=1
X;+y;=u; j=12,...,n

xj,ijO j=12,...,n

61 + n variables de base requise}
il y a n variables y,

Exactement m variables X; satisfont

O<@<W
W ) . . .0 .
~ Par contradiction, si m” #m variables x;
U satisfaisaient la relation, alors les

m® variables y; correspondantes seraient
Il y a au moins m variables x;

b €¢galement dans la base.
\ans 4 Ddse / De plus, pour les n — m" autres indices j

x; = u; (cas a) ou bien y; = u; (cas b) serait
vérifié.

Alors le nombre de variables de base
serait égal a

2mP+ (n-—m®) =m®+n Fm+n

\C

/




E ijj
Jj=1

min 2

La base a donc la forme suivante
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E ijj
Jj=1

min 2

i=12,...m
=1,2,...n
J=12,..n

Ax+0y=>b
Ix+1y=u
x,y=20

La base a donc la forme suivante
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B0ODO
~ 11,00
710001, 0 ab
| det =ad—b
1000 0 14 e{cd}a i
fODO =d(a-bd'c)
—| 71 r 1
=0 7 ol la matrice IestnXn
0

det(Z) = det (1) {det (B)—det| [0 D 0] H
0

= det (1){det (B) - det (0)}

ol la matrice 0 est mxm puisque
:O D O]est une matrice mxXn et
_Il}

O |est une matrice nXm
0

Donc det(Z) =det(/)det(B).
Puisque E est une base, alors det(ZE) # 0.
Par conséquent det(B)=det(Z)#0 et ainsi Best non singuliére.
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La base a donc la forme suivante

3

2 s 5 5
sSEz g
€ g g V.

S 223y
g2 & x
KLMCa y

<
N
\/

Base de A

Y

_u].

X

0<y <u,
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Ainsi, nous pouvons développer une variante du simplexe pour résoudre
directement le probleme

n
min z= E CiX;
J=1

n

Sujet & M ayx;=b,  i=12,...m

j=1

OijSuj j=12,...,n
en traitant implicitement les bornes supérieures u;. A chaque itération, nous
allons considérer une solution (de base) associ€e a une base B de A ayant

m variables de base O<x;<u, je IB
n—m variables hors base x; =0 ou u, je JB



n

mm 2= E ijj

j=1
n

Sujeta Y a;x;  =b  i=12..m
j=1

X;+y;, =u; j=12,...,n

XY, >0 j=12,...,n

* A chaque itération, nous allons considérer une solution (de base) associée a
une base B de A ayant

m variables de base

n —m variables hors base

O<x;<u, je IB
x;=0 ou u, je JB

S1 on dénote les indices des variables de base IB = {j,, j,, ..., J,, } ouj; est

I’indice de la variable de base dans la i ligne, alors
je JB

i=1,2,....m

/Nous retrouvons les

mémes expressions que
pour les problemes sans
bornes sauf que les

variables hors base
x; =0 ou u, je JB

x; =0 ou u,
x. =b; aii X .
Ji ! Ut
jeJB

Wariables Termes
dépendantes X] Ky X, e X, Xy X, X, —Z de drotte
X 1 Glmd Q15 - @ln B
X2 1 GamH A2 e dam b2
Xy 1 ot @y g e rn by
X ;mmﬂ...gm...gm B
-z P P | z

N /




/Nous retrouvons les \ I1 suffit d’ajuster les criteres d’entrée et de
memes expressions que sortie en conséquence pour retrouver la
pour les problemes sans
bornes sauf que les
variables hors base

\xj:O ou u; jeJBJ

variante du simplexe.




Etape 1: Choix de la variable d’entrée

Le critere pour choisir la variable d’entrée est modifié pour tenir compte
des variables hors base x; a leur borne supérieure u; qui peuvent diminuer.

Ainsi, pour un indice j€ JB
si. x; =0 et ¢ <0,il est avantageux d’augmenter x,

sl X;=u; et c; >0, il est avantageux de diminuer X;

4 — — _
Déterminons Cs, = min {Cj LX; :O} et Cs, =Max g ‘X.=U }
jeJB jess - 4 J
Soit Cs = min{ Esl,—gsz} (max {Fsl , ESZJ})
Si ¢y =0, alors la solution est optimale et I’algorithme s’arréte.

Si ¢ <0 et ¢ :Esl , alors la variable x, augmente; aller a 1’étape 2.1.

Si ¢s <0 et ¢s <cy ,alors la variable x, diminue; aller a 1’étape 2.2




Etape 2.1: Choix de la variable de sortie

L’augmentation 6 de la variable

d’entrée x, est limitée par la
premiere des trois situations
suivantes qui se produit:

1) x, atteint sa borne sup. u, —‘

1i) une variable de base Xx;

décroit a O (dans ce cas a,s >0)

111) une variable de base X;

la valeur de
Z — la variable de
a.. xX.

Soit .=l;.—
5i I /| base X,

jeJB

. . 8, - - T
@ = min U ,miny=—:a_ >0 ¢, min — ra, <0
1<i<m a . 1<i<m —a.
s IAY

A A A

i

augmente pour atteindre sa

borne sup. ¥; (dans ce cas

ars <0)

0<x; =g -4, (0+6)<u,

bejr =g ~a,, (0+0)<u

Pour tout i tel que g;; >0, alors x; diminue
lorsque x, augmente de 6. Il faut donc que
x,=8,-a,020 & q0=<g,

8i

a.

[A)

1<i<m a

= | Donc H<mm{g’ L a, >O}




Etape 2.1: Choix de la variable de sortie

L’augmentation € de la variable
d’entrée x_est limitée par la

la valeur de
Soit g.=b;— Y a;x, |lavariable de
jeJB base x i

premiere des trois situations
suivantes qui se produit:

1) x, atteint sa borne sup. u,

. . g,‘ - . uji _gi -
@ = min u ,minq =— :ais>0 , min = :ais<0
1<i<m a . 1<i<m —a .
s A}

A A A

N

VT

J

11) une variable de base x . _‘

décroit a O (dans ce cas ars >0)

1i1) une variable de base x;

augmente pour atteindre sa
borne sup. ¥; (dans ce cas
ars <0 )

/Si 6 = u, alors I’ensemble des Variables\
de base reste le méme et la méme base est
utilis€e a la prochaine itération.

La variable x, demeure hors base

et sa valeur passe de 0 a u.

\Retourner a I’étape 1. /




Etape 2.1: Choix de la variable de sortie

L’augmentation € de la variable
d’entrée x est limitée par la

la valeur de

Soit g = b=y ;U_xj la variable de

je B base x i

premiere des trois situations
suivantes qui se produit:

1) x, atteint sa borne sup. u,

. . 8, . uj,' 8 -
@ = min u_,min _—:al_s>0 , min = :ais<0
1<i<m ais 1<i<m —ajs

A A A

11) une variable de base x . _‘

décroit a O (dans ce cas a,s >0)

1i1) une variable de base x;

augmente pour atteindre sa
borne sup. ¥; (dans ce cas
ars <0 )

. 8 g8 -
/Sl 0 === =min{——’:ais>0}

1<i<m a
is

Q |

rs

alors la valeur de la variable d’entrée x,
augmente a 6.

La variable d’entrée x_ devient variable de
base a la place de la variable de sortie X

r

qui devient égale a 0.

\Pivoter sur a, etretourner al’étape 1

~

/




Etape 2.1: Choix de la variable de sortie

L’augmentation € de la variable
d’entrée x, est limitée par la
premiere des trois situations

Soit g =b, -2 a,x

jeJB

base x.
Ji

la valeur de
la variable de

suivantes qui se produit:
1) x, atteint sa borne sup. u,

. . 8
6 =min{u, , min<=-

A A A

— . u, — g —
cais >0, min /- tais <0

11) une variable de base x . _‘

décroit a O (dans ce cas ars >0)

1i1) une variable de base x;

augmente pour atteindre sa
borne sup. ¥; (dans ce cas
ars <0 )

= = min = :al_s<0

1<i<m —a

alors la valeur de la variable d’entrée X,
augmente a 6.
La variable d’entrée x_ devient variable de
base a la place de la variable de sortie X;
qui devient égale au; .

\Pivoter sur ars etretourner a I’étape 1

/Si e_ujr_gr {uji_gi N }

r

/




Etape 1: Choix de la variable d’entrée

Le critere pour choisir la variable d’entrée est modifié pour tenir compte
des variables hors base x; a leur borne supérieure u; qui peuvent diminuer.

Ainsi, pour un indice j€ JB
si. x; =0 et ¢ <0,il est avantageux d’augmenter x,

sl X;=u; et c; >0, il est avantageux de diminuer X;

4 — — —
Déterminons Cslzmin{cj:xj :0} et Cszzmaxg,:x,:u,}
jeJB jeJB i J
Soit Cs = min{csl y—Csp }

Si ¢y =0, alors la solution est optimale et I’algorithme s’arréte.

Si ¢ <0 et ¢ :Esl , alors la variable x, augmente; aller a 1’étape 2.1.

Si ¢s <0 et ¢s <cy , alors la variable x, diminue; aller a 1’étape 2.2




Etape 2.2: Choix de la variable de sortie

La réduction 6 de la valeur de la
variable d’entrée x, est limitée par

la valeur de

Soit ¢ =b,-) a,x |lavariablede

je B base x i

suivantes qui se produit:

la premiere des trois situations
6 = min {us

4

A

g - u, -8 -
. 1 . l l
, min =—:a, <0/, min — ra,. >0
1<i<m —a . 1<i<m a .
A} s

A A

1) x, atteint sa borne 1inf. O —‘

1i) une variable de base Xx;

décroit a O (dans ce cas a,, <0)

111) une variable de base X;

augmente pour atteindre sa

borne sup. ¥; (dans ce cas
a. >0)

rs

T m T O, Tm m [ Donc @ < min

1<i<m

llorsque x, diminue de 6. Il faut donc que
XX, =8; —a, (-0)< u;, = ab<u, —g,

F Pour tout i tel que a;; >0, alors x; augmente

Uy, =8

a.

A

& 0<

a.

A

;giié_lis>0} /

{ uji




Etape 2.2: Choix de la variable de sortie

La réduction 6 de la valeur de la
variable d’entrée x_est limitée par

la valeur de
la variable de
base x i

jeJB

la premiére des trois situations
suivantes qui se produit:

1) x, atteint sa borne 1inf. O

6 = min {us

: T T
, min =—:a, <0/, min — ra,. >0
1<i<m —a . 1<i<m a .
A} s

A A A

11) une variable de base X, _‘

décroit a 0 (dans ce cas ars <0 )

1i1) une variable de base x;

augmente pour atteindre sa
borne sup. ¥; (dans ce cas

Ars >0)

\Pivoter sur a, etretourner al’étape 1

. 8 8 -
/Sl 0 =— :min{ — :ais<0}

1<i<m —a

is

—da
alors la valeur de la variable d’entrée x,
est réduite de 0 (i.e., x < u— 0).
La variable d’entrée x_ devient variable de
base a la place de la variable de sortie x;

qui devient égale a 0.

/




Etape 2.2: Choix de la variable de sortie

La réduction & de la valeur de la

variable d’entrée x_est limitée par

la premiére des trois situations

~ B la valeur de
Soit gl. = bi - Z a;X,

jeJB

base x.
Ji

la variable de

suivantes qui se produit:
1) x, atteint sa borne 1inf. O

. . g, - ", T8, -
6 = min u_,min =—:a, <0, min — ra, >0
oIsism | —q 1<i<m a
s 1A

A A A

:

11) une variable de base x.

Jr

décroit a O (dans ce cas a,s <0 )

1i1) une variable de base x;

augmente pour atteindre sa
borne sup. ¥; (dans ce cas

Ars >0)

: u —g u —g -
G f=—""" — min< ——— ra, <0
a 1<i<m a

rs is

alors la valeur de la variable d’entrée x,

et réduite de 0 (i.e., x «— u— 0).

La variable d’entrée x_ devient variable de
base a la place de la variable de sortie X;

qui devient €gale a u;
\Pivoter sur a,s etretourner a I’étape 1

/
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