3. Optimisation sans contrainte

Fonctions a plusieurs variables



3.1 Résultats préliminaires

Notes:

i) norme euclédienne de xe R": ||xf|=vx"x = [> x’
i=l1

ii) Vf (x) le gradientde f a xe R":

o (x) U (x) o (x)
ox ~ dx,  ox
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X c R" est un ensemble ouvert si Vxe X 1l existe un £>0

tel que B, ( {ze R";

Dans R' I'intervalle ouvert(a,b)
est un ensemble ouvert puisque

Vxe (a,b), € >0 tel que
B, (x) ={z:‘x—z‘ <8}C (a,b)

£

Dans R* l'ensemble
F:{[x,y]e R*:xe (a,b),y =O}

n'est pas un ensemble ouvert puisque

A

a b nous ne pouvons pas bouger pour

modifier la valeur de y




X c R" est un ensemble ouvert si Vxe X 1l existe un £>0

tel que B, ( {z € R";
> Dans R* lI'ensemble X est ouvert
) puisque pour tout xe X, il existe
X ,,’
un € >0 tel que la sphere ouverte de

rayon € ,

B, (x)={ze R*;




Soit Y < R" un ensemble ouvert et f : Y — R' une fonction
a valeurs réelles.

SifeC'/Y (f possede des dérivées partielles de premier
ordre continues sur Y'), pour toute paire de points x, ye Y

développement de Taylor de premier ordre (version résidu)
f(y)= f(x)+Vf(x)T (y—x)+a'(x,(y—x))Hy—xH
ou

lim a(x,(y—x)):()

(y—x)%O

développement de Taylor sans résidu
il existe un vecteur z sur le segment de droite entre x et y

(zeS(xy)={re R":1=6x+(1-6) y, < [0.1]}]
tel que

F(y)=F(x)+Vf(z) (y-x)



Sife C'/Y (f possede des dérivées partielles de premier
ordre continues sur Y'), pour toute paire de points x, ye Y

développement de Taylor de premier ordre (version résidu)

F(3)=f(x)+Vf (x) (y=x)+a(x(y—x))|y—+

ou

ylim Ot(x,(y—x))=0

(y—x)—0

SifeC'/Y (f possede des dérivées partielles de premier
ordre continues sur Y), pour toutxe Yetd € R”

développement de Taylor de premier ordre (version résidu)
f(x+6d)=f(x)+Vf(x) (x+6d—x)+o(x,x+6d —x)|x+6d —x
f(x+6d)=f(x)+6Vf(x) d+a(x,6d)|6d| (3.1)

pour tout &, ou Ot(x, ed ) est une fonction de @ prenant des

valeurs réelles telles que
limar(x,0d)=0

d—0



Lemme 3.1: Soient ¥ — R" un ensemble ouvert, f : Y — R',

feC'lY, xeY etde R". Alors

GRS

= V£ (x) d.

Preuve: Utilisant la relation (3.1)
f(x+6d)=f(x)+&Vf(x) d+a(x,6d)|6d|
alors pour 8 # 0

f(x+6’c;)—f(x)_a’(x,HHd)HHdH —Vf(x) d

f(x+9d)—f(x)
6

+a(x,0d)|d|=Vf (x) d

(3.1)



Preuve: Utilisant la relation (3.1)
f(x+6d)=f(x)+6Vf(x) d+a(x,6d)|6d| (3.1)
alors pour 8 #0

f(x+6’cé)—f(x)_a(x,é’;l)HHdH =Vf(x) d

f(x+¢9d)—f(x)
6

1imf(x+0d)_f(x)J_rhma(x,ed)udu:1ime(x)Td

6—0 6 6—0 6—0

jim £ X +04) =/ (%) “limVf(x)'d. o

00 0 6—0

+a(x,0d)|0d|=Vf (x) d




Définition: Soient X C Rnetf : X — R'. Etant donné x e X,de R" est
une direction réalisable a x s'il existe un scalaire A(x,d ) > 0 tel que

(x+Ad)e X Vie|0,A(x.d)].

Lemme 3.2: Soient X c R", fe C'/X,etxe X.Side R" est

une direction réalisable a x et Vf (x)T d <0, alors il existe
un scalaire & > 0 tel que pour tout 0<7< &

f(x+Td)<f(x).

(i.e.,d est une direction de descente a x.)



Lemme 3.2: Soient X c R", fe C'/X,etxe X.Side R" est

une direction réalisable a x et Vf (x)T d < 0, alors il existe
un scalaire & >0 tel que pour tout 0<7< &
f(x+1'd) <f (x)

(i.e.,d est une direction de descente a x.)

x+0d)—f(x
Preuve : Puisque 1611101 A 9) f(x)
il existe un scalaire £>0 tel que pour tout 7#0, - & <7< €,

f(x—I—Td)—f(x)

T
Il suffit de restreindre 7 a étre positif pour avoir

f(x+2'd)—f(x)<() ou f(x+z'd)<f(x).

=Vf (x)' d <0,alors

<0.



Lemme 3.3: Soient X < R" un ensemble ouvert, fe€ C'/ X.
Si x est un minimum local de f sur X, alors Vf (x)=0.

Preuve. Par contradiction, supposons que x est un minimum
local et que Vf (x) # 0. Considérons la direction d = —-Vf (x).
Puisque X est ouvert, alors d est une direction réalisable a x, et
Vf (x) d ==Vf(x) Vf(x)<0, puisque Vf (x) #0.

Par le Lemme 3.2, d =—V/f (x) est une direction de descente a x

et par conséquent 1l est possible de déterminer un scalaire 7>0
tel que x+7d € B, (x) etf (x+7d)< f(x),une contradiction. O

Lemme 3.4: Soient X < R" un ensemble ouvert, fe C'/ X.
S1 x est un maximum local de f sur X, alors Vf (x) =0.

Preuve. Similaire



Définition: Etant donné une matrice réelle D de dimension nxn,
la forme quadratique associée est la fonction ¥ : R" — R' suivante
w(x)=x"Dx.

n dp dys ||
l//(xl,xz,x3)=[xl,x2,x3]

&Q‘&

21 dyy doz || X%,
31 Ay dyz || X%

dy X+ dipx, + di3x,
=[x, 2, x5 ]| dyy + dypxy + dixs
| dy X+ dypx, + dyxg

— 2 2 2
= (dnx1 +dy XX, +ds %X ) + (dllex2 + d22x2 +dsy XX, ) + (a’13x1x3 +d X005 + d33x3 )

) 2 >
=dyX; +dypx, +dypx, + (diy +dyy) 5%, +(dy3 +ds) ) x5 +(dyy +dsy ) X, %



Définition: Etant donné une matrice réelle D de dimension nxn,
la forme quadratique associée est la fonction ¥ : R" — R' suivante
w(x)=x"Dx.

Définition: Une matrice réelle D de dimension nxXn est
semi-définie positive (définie positive) si ¥ (x)>0 Vxe R’
(w(x) >0 VxeR", x+# O).

Résultats: Une matrice D réelle symétrique de dimension nXn

est semi-définie positive (définie positive) si1 et seulement si

i) toutes ses valeurs propres sont non négatives (positives);

ii) tous les mineurs principaux sont non négatifs (tous les
"leading" mineurs principaux sont positifs).
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Conditions de 2i¢m¢ grdre pour minimum local

82
Définition: Soit V*f (x) = { afa(x)} le Hessien (matrice
x.0x,

réelle nxn) au point x d'une fonction f de classe C* (ayant
des dérivées partielles continues d'ordre 2).

Lemme 3.5: Soient X < R" un ensemble ouvertet f € C*/ X.
S1 xe X est un minimum local de f sur X, alors Vf (x) =0 et

V? f (x)est une matrice semi-definie positive.



Lemme 3.5: Soient X < R" un ensemble ouvertet f e C°/ X.
Sixe X estun minimum local de f sur X, alors Vf (x)=0 et

V? f (x)est une matrice semi-definie positive.

Preuve. La premiere condition a ét€ demontrée au Lemme 3.4.
La seconde condition est établie a partir du développement de
Taylor de 2™ ordre:

T 1 _
f(x+6d)=f(x)+6Vf(x) d +-0'd'V' f (x)d +a(x,6d)|6d|

o lim & (x,6d)=0.

6—0
Puisque Vf (x)=0, alors
f(x+6d)-f(x) =%6’2dTV2f(x)d +a(x,0d)|6d|

1 2 Ty72 Y ?
= &[4V (x)d+2a(x00)d] |



Preuve. La premiere condition a €te demontree au Lemme 3.4.
La seconde condition est établie a partir du développement de

Taylor de 2°™ ordre:

f(x+6d)=f(x)+&Nf(x) d +%6’2dTV2f(x)d +a(x,0d)|6d|

ol lim & (x, 8d ) =0.
6—0

Puisque Vf (x)=0, alors

f(x+6d)- f(x) :%HZdTVZf(x)d+(7(x,0d)”9d”2

1 2 Ty72 % ?
-0 4V f (x)d +2a(x,0d)|d] |

Par contradiction, si V?f (x) n'est pas semi-definie positive, alors
il existe und € R" tel que d"V*f (x)d <O.
Ainsi, pour 8 > 0 suffisemment petit, x+8d € B, (x) et & (x, 0d ) — 0.
Par conséquent
— — ——\ =2
d'V’f(x)d +2a(x.0d )|d| <0
et alorsf(x+§c?)—f(x) <0 0uf(x+§c?) < f(x), contredisant

le fait aue x est un minimum local de f. O



Contre-exemple: Les conditions que Vf (x)=0 et que V* f (x)

est une matrice semi-definie positive ne sont pas suffisantes pour
assurer que x est un minimum local.
Aupointx=y=0

f(x y)—x3+y3 f(x.y)=0

Vf (x,y)=[3x"3y"] V£ (0,0)=[0,0]

Vif(x,y)= (6)6 0 j V£ (0,0)= (O Oj semi-def . pos.
0 6y 0 O

Donc les conditions sont satisfaites au point x = y =0.

Mais pour un £>0 suffisemment petit, [—g,—g} e B,(0,0) et

E E E ’ E ’ 283
f(_E’_Ej_(_Ej +(_§j == <0=£(0.0).

et [0,0] ne peut étre un minimum local méme si les conditions

sont satisfaites.



Lemme 3.6: Soient X < R" un ensemble ouvertet f e C*/ X.

Si Vf(x*)=0et V*f (x*)est une matrice definie positive, alors
il existe un £>0 suffisemment petit tel que f (x*)<f (x) pour
tout xe B, (x*).

Preuve. Se référant au Lemme 3.5,

f(x*+0d) = f (x*)+&Vf (x*) d +%92dTV2f (x*)d +a@(x*,6d)|6d|

o lim & (x*,6d ) =0.

Pui;(Ilole Vf (x)=0, alors
F(x*+60d)— f (x*) =%92 4V f (x¥)d +2a(x+,6d)|d] |



Il est facile de vérifier que d'V° f (x*)d > ,BHdH2 ou £ >0 est la plus
petite valeur propre de V* f (x*). En effet, sous 'hypothese que
feC?/X,alors V? f (x*) est symétrique.

Par conséquent, il existe une matrice orthogonale P (i.e., P' =P )
telle que

V2 f (x%) = PAP'

ou A est une matrice diagonale comportant les valeurs propres de
V2 f (x*) sur la diagonale et ou les colonnes de P sont les vecteurs
propres normalisés de V* f (x*).

Donc

d"V’f (x*)d =d"PAP"d = y"Ay =Y Ay’

i=1
o les A4 sont les valeurs propres de V> f (x*).
Ainsi, si f=Min{A}, alors

i=l,...n

d"PAP'd =Y Ay} 2 By y! = fd"PP'd = B[d| .



Preuve. Se référant au Lemme 3.5,

f(x*+6d) = f (x*)+Vf (x*) d+%HZdTV2f(x*)d+07(x*,0d)H9dH

ot lim & (x*,8d ) =0.
Puisque Vf (x)=0, alors
f(x*+9d)—f(x*)=%6?2 4V f (x¥)d+2a(x*,6d)[d] |.

Nous venons de vérifier que d"V*f (x*)d 2 ,BHdH2 ou >0 est la plus
petite valeur propre de V*f (x*).

Donc

F(v+6d)- £ (%) 2 6 Bla[ +2a(x*,6d)d] |

2%02 |d|| B+2a(x*,6d)].

Puisque £ >0, il s'ensuit que pour #>0 suffisemment petit
(x*+6d)e B, (x*) et S+20(x*,6d)>0

et ainsi

F(xt46d)- £ (x¥)>0  ou  f(x*+8d)> f(x%). g



Corollaire 3.7: Soient X — R" un ensemble ouvertet f e C*/X.
Si Vf(x*)=0et V*f (x*)est une matrice definie positive, alors
x* est un minimum local de f sur X.



3.2 Méthodes itératives de résolution

Une méthode itérative pour optimiser une fonction f : R" — R
génére une suite de points {x“} ol x” est un point initial choisi

dans R" et ou
k+

¥ =x"+o0d"
* k+1 / /s /N o k o o o .
1.e.,x  estgénéré a partir de x” en choisissant une direction
d" € R" et en prenant un pas ¢, € R' dans cette direction pour
s'éloigner de x".

Les méthodes different par leurs choix de direction d* et de pas o,.



Méthode du gradient

Supposons que f € C'.
Dans cette méthode nous utilisons l'information au niveau du
gradient pour déterminer la direction d* :

d* =-Vf(x").
S1 Vf (xk ) # 0, alors la direction d, = —Vf (xk)
est une direction de descente au point x* puisque

Vf (+*) dy =VF (+*) (-VF (+*)) = =97 () (W (+*)) <0



La valeur de f diminue a mesure
que les courbes de niveau se

Etape 0 Soitf:R"— R' 2 minimiser. rapproche du centre des ellipses

fecC'
Choisir solution initiale x"
Poser £k =0 X

Etape 1 Si Vf (x" ) =0, alors l'algo.

s'arréte avec x* = x".

Etape 2 Déterminer o, tel que
flat-o,vr(x'))=
Min{f(xk —O'Vf(xk ))}

020
Poser x"' =x" —o Vf (xk ) Note: En praf]
' I'étape 1 est souvent défini en utiisant
Poser k =k +1. . .
e 1z un niveau de tolérance o~
Répéter I'étape 1.

IVf ()] <0




Lemme 3.9: (Convergence) Soit f € C'. Tout point limite x*
d'une sous-suite convergente de la suite générée par la méthode

du gradient est tel que Vf (x*)=0.

Preuve. Considérons la sous-suite {xkj } de {x"} telle que

k.
{xf}%x*.

Par conséquent se référant aux suites

; k—l—l kj—i-T
{x} R A AL

k; k; « k; k;:+7
{x’}z{...,x’, Jx ,} oux’" =x"".



Preuve. Considérons la sous-suite {xkj } de {x"} telle que

{xk’}%x*.

Par conséquent, se référant aux suites

{x"}:{...,)ck",)ckﬁ1 ..... xkj+f,...}

{xkj}z{...,xkj, x ,} o x /= x,
Ainsi, se référant a la suite {x" }
f(xkj+1 ) = f [xkjﬂ) <...< f(xij)
f(xkf“ ) < f(xkﬁ1 )-= Min{f(xkj —O‘Vf(xkj ))}

o=>0

f(xkj+l ) < f(xkj —O'Vf(xkj )) Vo =0.




Flx)<f(«¥")  (puisquek,, >k, +1)
() =Min{ 7 (x* -7 ()}
Ainsi
F(x)< (x"f —oVf (1" )) Vo 20,
Puisque f € C', f est continue sur R" et

lim f (x* ) = £ (x*)

%@[f(xkf —O'Vf(xk"))}:f(x*—an(x*)) Vo >0.
Donc
f(x*)< f(x*—oVf (x*)) Vo=0. (3.2)



f(x*)Sf(x*—O‘Vf(x*)) Vo =0. (3.2)
Par conséquent Vf (x*) =0 car autrement si Vf (x*) # 0, alors
—Vf (x >‘<) est une direction de descente et et se référant au lemme
3.2, il existe un scalaire 7 >0 tel que f (x*—2Vf (x*)) < f (x*).

Nous obtenons une contradiction a la relation (3.2). O

Le prochain résultat indique que la méthode de descente se
déplace en zig-zag puisque les directions utilisées a deux

1té€rations successives sont a angle droit.



Lemme 3.10: (Déplacement en zig-zag)

Six"'=x"—0,Vf(x") ou o, esttel que
f(xk —O'ka(xk)) zl\cilzi()rl{f(xk —O'Vf(xk))},
alors Vf (x*) Vf (x*)=0.

Preuve. S1 Vf (x" ) =0, alors la preuve est complétée.

S1 Vf (x") # 0, considérons la fonction (0:{0'6 R0 > O} — R

0(0)=f(x' —oVf (x")). [rer il os sio-r-oi)

Par dérivation en chaine,

¢ (0)==Vf (x') Vf (x' —oVf (x')).



Par dérivation en chaine,
¢ (0)==Vf (x) Vf (x' =09f (x')).
Puisque o, est un minimum local de ¢ (o), alors par le

lemme 3.3 ¢'(0,)=0,

et alors

0=¢'(0,)=-Vf(x") Vf(x* =0, VF (x"))==VF () VF (x).

O



Notes:
1) L'ordre de convergence de la méthode du gradient est linéaire.

ii) Au début de son application, la méthode permet de faire
diminuer la valeur de la fonction économique relativement
rapidement, mais son efficacité a ce chapitre diminue au
cours des itérations.

ii1) La méthode du gradient est la méthode la plus rapide
marginalement ("steepest descent method") :

(o) d |55 (oot
ou @ est l'angle entre d et Vf (x). Ainsi, parmi les directions
d de norme 1 (||d||=1), celle minimisant Vf (x) d aun

angle de 180" car cos(180° ) =—1. Ainsi, cette direction d
correspond a

V()
v )




Meéthode de Newton

Méthode de deuxieéme ordre supposant que f € C* et utilisant
I'information au niveau du Hessien de f.

Extension directe de la méthode pour les fonctions a une seule
variable.

M¢éthode de Newton
Processus itératif pour construire une suite de points {x"} en

partant d'un point x” dans le voisinage d'une solution optimale x *.

Pour obtenir x“*', considérons l'approximation quadratique de f

0, (x)= £ ()4 9F () (3= )+ (x=x') VF (') (x=").

Par le Théoreme de Taylor, il existe un z entre x et x* tel que

f(x)zf(x")+Vf(xk)T (x—xk)+%(x—xk)T sz(z)(x—xk)




M¢éthode de Newton
Processus itératif pour construire une suite de points {x"} en

partant d'un voint x” dans le voisinage d'une solution optimale x *.

Pour obtenir x**', considérons l'approximation quadratique de f

Qk()c)zf(x")+Vf(x")T (x—xk)+%(x—xk)T sz(xk)(x—x").

VO, (x)=Vf (& )+ V2 f(x)(x—x")

x"" est le point ou le gradient de 1'approximation Q, (x) s'annule:
0=VQ, (") =Vf(x')+V?f(x)(x""-x") &

x=x" —[sz (x* )T VF (x")

ordre de convergence: au moins égal a 2 si x" est choisi
suffisemment pres de x* ot Vf (x*) =0.

Note: le Hessien V° f (x*) doit étre une matrice non-singuliere.



Supposons que la matrice A est symetrique

(o(x—xk) =%(x—xk)T A(x—xk)=%xTAx—kaAx+%kaAxk

B k
a al2} X~ X
k

| dip Ay

Xy =Xy
. k
_l Tidy A |[% | (& k Tla, ay |[ X l kok\ | an || X
=—(x,x, Xy X, +—(x, %5 L
2 ap Ay |\ X2 Ay Ay [\X%) 2 Ay Ay |\ x,

k

1 1 Tla, a X 1 Tla, a X

= —a, x5+ a,x % +—anxt p—(xF, 1 O | I e e -z
1141 T apXiX; 2%, RS N D X)L, k

2 2 12 G \*2) 2 12 92 |\ x,

k

kY _ | X tapx, ap ap || N
Volx—x" )= — I
app X +ay X, yp dys | X,

- = ~( k
dyp ap xlj_[an ap (|4
iy dyy |\ X Ay dyy || X

i 1 x, —x*

ap; ap 1~ M

k

2

Ay Ay || X, —X



M¢éthode de Newton
Processus itératif pour construire une suite de points {x"} en

partant d'un voint x” dans le voisinage d'une solution optimale x *.

Pour obtenir x**', considérons l'approximation quadratique de f

Qk()c)zf(x")+Vf(x")T (x—xk)+%(x—xk)T sz(xk)(x—x").

x“*" est le point ot le gradient de I'approximation Q, (x) s'annule:
0=VQ, (") =Vf(x')+V?f(x)(x""-x") &

x=x" —[sz(x")T VF (x")

ordre de convergence: au moins égal a 2 si x" est choisi
suffisemment pres de x* ot Vf (x*) =0.



M¢éthode de Newton avec pas optimal

Pour contrer la difficulté de choisir x” dans le voisinage de x*
Ol\l Vf(x*) :O ka:Xk—[sz(xk)]_l Vf(xk)

Méthode itérative ot la direction d“ au point x* est la suivante:

dt==[Vf ()] vF ().

d"“ est bien une direction de descente si le Hessien V* f (x") est

une matrice positive définie et si Vf (x*)# 0:

Vf (x*) d* =-VF (&) [V3F (x)] VF (x)<O0.



M¢éthode de Newton avec pas optimal

Pour contrer la difficulté de choisir x” dans le voisinage de x*
ou Vf (x*)=0.

Méthode itérative ou la direction d“ au point x* est la suivante:

d' ==V f(2*)] VF (2).
Pas optimal o,défin1 comme suit:
f(x) = f(xk -0, [sz(xk)]_l Vf(xk)) =
Min{f (xk ~o[ Vs ()] vr (¥ ))}

0=>0

ordre de convergence: au moins €gal a 2



M¢éthode de Newton modifiée avec pas optimal
Pour contrer la difficulté de choisir x” dans le voisinage de x*
ou Vf (x*)=0.
Si le Hessien V* f (xk ) n'est pas une matrice positive définie,
considérons la direction d* suivante au point x*:

d' =—[e1+V2f ()] VF(2)
ou / est la matrice identité et ou £, =0 est la plus petite valeur
assurant que la matrice [8,] +V2f(x )] a toute ses valeurs

propres positives (i.e., est définie positive).

ordre de convergence: au moins €gal a 2



