Ensembles et fonctions
convexes



Ensembles convexes



Définition: Etant donne deux points x, y€ R", la droite passant y
par x et y est définie par I'ensemble
X

{ZE R :z=0x+(1-0)y, O¢c Rl}.

Définition: Etant donne deux points x, ye€ R", le segment de droite

reliant x et y est définie par I'ensemble /3{ y
X,

3(36,)’):{26 R”:z=9x+(1—l9)y, 96[0,1]}. s y)

Définition: Un ensemble X < R" est convexe si pour toute paire
de points x, ye X, le segment de droite 3 (x, y) < X.

\ O

Ensembles convexes Ensembles non convexes




Fonctions convexes

Définition: Etant donne un ensemble convexe X — R”, une

fonction a valeurs réelles f : X — R' est convexe si pour
toute paire de points x, ye X,

£ (6x+(1-6)y) <07 (x)+(1-0) £ () Voe[o.1]

07 (x)+(1-0) £ (y)




Définition: Etant donne un ensemble convexe X C R", une
fonction & valeurs réelles f : X — R' est strictement convexe
s1 pour toute paire de points x, ye X,

7 (6x+(1-8)y)<0f (x)+(1-6) £ (y) V6< (0.1).

Définition: Etant donne un ensemble convexe X C R", une
fonction a valeurs réelles f : X — R' est concave
s1 pour toute paire de points x, ye X,

f(6x+(1-6)y)26f (x)+(1-6) f(y) v8e[0.1].
Donc f est concave si — f est convexe.

—




Définition: Etant donne un ensemble convexe X — R”, une

fonction a valeurs réelles f : X — R' est strictement convexe
s1 pour toute paire de points x, ye X,

f(6x+(1-8)y)<6f (x)+(1-0) £ () V8e (0.1).

Définition: Etant donne un ensemble convexe X — R", une

fonction a valeurs réelles f : X — R' est concave
s1 pour toute paire de points x, ye X,

F(0x+(1-0)y)2 67 (x)+(1-0) £ (v) Vo< [0.1].
Donc f est concave si — f est convexe.

Définition: Etant donne un ensemble convexe X — R", une

fonction a valeurs réelles f : X — R' est strictement concave
s1 pour toute paire de points x, ye X,

£ (6x+(1-6)y)>6f (x)+(1-6) £ (y) V8e (0.1).

Donc f est strictement concave si — f est strictement convexe.



Proposition 4.1: Soit X — R" un ensemble convexe. Sif : X — R' est
convexe, alors l'ensemble X , (&) ={xe X : f(x) <&} est convexe pour

tout £e R'.

Preuve. Soientx ety e X, (&) et 8 (0,1). Alors, puisque f est convexe,
f(Ox+(1-0)y)<of(x)+(1-0) f(y)<OE+(1-6)E =&,

ce qui implique que (9x+ (1-6) y) € X, (£). Donc X , (£) est convexe.

La réciproque n'est

vraie. X (£) convexe

mais f n'est pds convexe
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Proposition 4.1: Soit X — R" un ensemble convexe. Sif : X — R' est
convexe, alors l'ensemble X , (&) ={xe X : f(x) < £} est convexe pour

tout £e R'.

Preuve. Soientx etye X, (&) et 8 (0,1). Alors, puisque f est convexe,
f(Ox+(1-6)y)<of(x)+(1-0) f(y)<OE+(1-6)&E =&,
ce qui implique que (Hx+ (1-6) y) € X, (). Donc X, (£) est convexe.
La réciproque n'est

vraie. X (£) convexe
mais f n'est pds convexe




Proposition 4.2: Soit X < R". Sif, : X — R' est convexe pouri=1,...,m et
si A,...,A4 sont des scalaires non négatifs, alors f (x) = ZZI f; (x) est
i=1

convexe sur X.

Preuve. Pour toute paire de points x, ye X et pour tout 8 € [O, 1]

m

f(Hx+(1—6’)y)=Zﬂifi (Hx+(1—6’)y)



Proposition 4.3: Soit X < R" un ensemble convexe. Sif : X — R' est convexe,

six',...,.x"e X, etsi A,..., A sont des scalaires non négatifs tels que Zﬂl =1,

alorsf{Zm:/@xiJ < Zm:&f (xi )

i=l

Preuve. S1 m = 2 nous retrouvons la définition de fonction convexe. Procédons par
induction et supposons que le résultat est vrai pour (m—1); 1.e.,s1 6,,...,8 . =20

sont tels que mz_lﬁl =1,alors mZ_IHixi e X et f[mzlﬁixij < mz_lﬁif(xi )
i=1 i=1

Ainsi posant

A
91- = m—ll
D A
k=1
m—1 ﬂ, m—1 ﬂ, X m—1 l.xi m—1 &f (xl )
m—ll = 1’ m—ll < X’ f m—ll < m—1
i=1 ﬂk i=1 lk i=1 lk i=1 ﬂk




Preuve. S1 m = 2 nous retrouvons la définition de fonction convexe. Procédons par
induction et supposons que le résultat est vrai pour (m—1); 1.e.,

mol g m-l g mol g m1/1lf
> = P e S N D I D
i=1 Z i=1 _ 27( i=1 _ 27( i=1 Z

Par deflmtlon de convexité,




Proposition 4.4: Soit X < R" un ensemble convexe. f : X — R' est convexe
si et seulement si ¢(A) = f (/Ix +(1-1) y) est une fonction convexe sur [0,1]
pour toute paire de points x, ye X.

Note: ¢(/1) dénote la restriction de f sur le segment de droite entre x et y.

f




Proposition 4.4: Soit X < R" un ensemble convexe. f : X — R' est convexe
si et seulement si ¢(A1) = f (ﬂx+ (1-4) y) est une fonction convexe sur [0,1]
pour toute paire de points x, ye X.

Note: ¢(/1) dénote la restriction de f sur le segment de droite entre x et y.

Preuve. Pour démontrer la nécessité, considérons la paire de points x, ye X.
Soit 4,4, € [0,1]. Alors

o(04 +(1-6)4,) = ¢(2, +6(4 - 1,))
=f{(+68(2-4))x+(1-4-6(4-2))y]

= (L +0(4~2))x+(14+6-6-2,-6(4~4))y]

= 1| 0(Ax+(1-2)y)+(1-0)(Ax+(1-2)y)]

<Of (Ax+(1-4)y)+(1-0) f (Ax+(1-4,) )

=0p(4)+(1-6)9(4).

Donc ¢ est convexe sur [0,1].




Pour démontrer la suffisance, considérons €également la paire de points
x,y€ X. La fonction ¢(6?) =f (9x+(1—6?) y) étant convexe sur [O,l],

#(0)=¢(6-1+(1-6)0) < 6(1)+(1-6)¢(0)
pour tout 6 € [0,1].
Alors

f(ox+(1-6)y)<or(x)+(1-0)f(y)

pour tout 8 € [0,1]. Donc f est convexe. O

La proposition suivante introduit une des propriétés qui rendent les
fonctions convexes si intéressantes en programmation mathématique.



Proposition 4.5: Soit X < R" un ensemble convexe. Soit f : X — R' une
fonction convexe. Si x est un minimum local de f sur X, alors x est un
minimum global de f sur X.

Preuve. La preuve se fait par contradiction
en supposant qu'il existe un point x€ X tel

que f (X) < f (). Puisque f est convexe,

f(6x+(1-0)x)<0f (x)+(1-0) f(x)<6f (x)+(1-6) £ (X) = £ (%)

pour tout e (O,l]. Or pour 8 > 0 suffisemment petit,
(6)=605+(1-0)xe B, (¥)NX.

Ainsif(x(é’)) < f(f) ou x(ﬁ)e B, ()_c)ﬂX,contredisant que x est un

minimum local de f sur X. O



Proposition 4.6: (Inégalité¢ du gradient). Soit X < R" un ensemble convexe.

Soit f : X — R' une fonction de classe C' / X. Alors f est convexe sur X si
et seulement si

F(x)2 f(3)+Vf () (x=y)

pour toute paire de points x, y€ X.

Preuve. (nécessit€) Soit f convexe. Alors pour toute paire de points x, ye X
et pour tout &€ [0,1]

f(6x+(1-0)y)<0f (x)+(1-0) f ()

ce qui s'écrit aussi sous la forme

Fly+6(x=y))-r(y)<o(f(x)-£(»)). (4.1)

Se référant au Théoreme de Taylor, 1l existe un 7€ [O,l] tel que
f(y+6(x=y))=F()+Vf[2(y+6(x=y))+(1-7)y] (y+8(x-y)-)
F(y+6(x=))-f(3) = y+10(x=y)] (x—y).  (42)



La figure suivante illustre I'inégalité du gardient pour une fonction f : R' — R'.
Dans ce cas I'inégalité du gradient devient

f(x)z2f(y)+ 1 M(x=y).

g, (1) = (9)+f (y)(x-)
5 & ()=F)+F(M)-y)=7()

y X
La droite g, (x) = f(y)+f'(y)(x—y) a les propriétés suivantes:

g, (»)=1(y); &1 (¥)=1"(»).
Ainsi la droite g, (x) =f (y) + f’(y)(x— y) prend la méme valeur que
f au point y, et sa pente est la méme que celle de f au point y. Cette droite
est donc une fonction support de f au point y.
L'inégalité du gradient indique que la fonction prend toujours une valeur plus
grande ou égale a celle de la fonction support en tout point y.



Proposition 4.6: (Inégalité¢ du gradient). Soit X < R" un ensemble convexe.

Soit f : X — R' une fonction de classe C' / X. Alors f est convexe sur X si
et seulement si

F(x)2 f(3)+Vf () (x=y)

pour toute paire de points x, y€ X.

Preuve. (nécessit€) Soit f convexe. Alors pour toute paire de points x, ye X
et pour tout &€ [0,1]

f(6x+(1-0)y)<0f (x)+(1-0) f ()

ce qui s'écrit aussi sous la forme

Fly+6(x=y))-r(y)<o(f(x)-£(»)). (4.1)

Se référant au Théoreme de Taylor, 1l existe un 7€ [O,l] tel que
f(y+6(x=y))=F()+Vf[2(y+6(x=y))+(1-7)y] (y+8(x-y)-)
F(y+6(x=))-f(3) = y+10(x=y)] (x—y).  (42)



Fp+0(=y)=r)o(r(x)-r (). (41)
Se référant au Théoreme de Taylor, il existe un 7€ [O,l] tel que
f(y+6(x=))=F(3)+V[2(y+0(x=y))+(1-7)y] (y+6(x=y)-y)
f(y+6(x=3))-f(y)=Vf[y+78(x=y)] (x=y). (42)
Combinant les relations (4.1) et (4.2), pour tout 8 [0,1]

T
Nf | y+10(x—y)| (x=y)<o(f(x)-1(»)).
S1 8 > 0, nous pouvons diviser par € de chaque coté de I'néquation et obtenir
T
Vi[y+8(x=y) ] (x=)<(£(x)-F(»))

pour tout & € (0,1]. Par conséquent, en prenant la limite quand 8 — 0
nous obtenons

1ime[y+r¢9(x—y)]T (x=y)<lim(f(x)-f(y))

6—0 6—0

v [ y+timed(x-3) | (x=3) (£ (x)- 7 ()
f(x)2 £ (3)+VF (3) (x-).



(suffisance) Démontrons maintenant que la condition est suffisante.

Puisque f (x) > f (y)+Vf (y)T (x—y) pour toute paire de points x, y€ X
£(x)2 f(6x+(1-6)y)+VF(0x+(1-6)y) (x—6x—(1-6)y) (4.3)

£(3)2 £ (0x+(1-6)y)+Vf(6x+(1-6)y) (y-6x—-(1-6)y). (4.4)
(4.3) et (4.4) s'€crivent respectivement

f(x)= f(6x+(1-8)y)+(1-8)Vf(6x+(1-6)y)

f(y)zf(6x+(1-8)y) -6 Vf(6x+(1-8)y)
Multiplions (4.3) par 6 et (4.4) par (1 — 6?)

0f (x)>6f(6x+(1-0)y)  +6(1-0)Vf(6x+(1-6)y) (x—y)

(1-6) £ (y)2(1-6) £ (6x+(1-6) y)—(1-6) &f (6x+(1-6) y) (x—y)
et additionnons les deux relations résultantes:

0f (x)+(1-86) f(y)= £ (6x+(1-8)y). a

T

(x—y) (4.3)
(x—y). (4.4)

T



Corollaire 4.7: Soit X — R" un ensemble convexe. Soit f : X — R' une

fonction convexe de classe C' / X. Alors si Vf (x *)T (x — X *) > 0 pour tout
xe€ X, alors x *est un minimum global de f sur X.

Preuve. Le résultat découle directement de 1''négalité du gradient. En effet,
puisque f est convexe sur X, alors

f(x) 2 f(x#)+Vf (2%) (x=x7)

pour tout xe X. Puisque par hypothese Vf (x*)T (x—x*) > 0, alors
f(x)—f(x*) > Vf(x*)T (x—x*) >0

dou f (x) > f (x*) pour tout x € X. Donc x *est un minimum global

de f sur X. m

Conséquence: Si Vf (x >‘<) =0, alors x *est un minimum global de f sur X.



Pour les fonctions f de classe C?, il existe un critére pour vérifier la convexité
. yd . 2
qui est basé sur le Hessien V- f.

Proposition 3.8: Soit X < R" un ensemble convexe dont l'intérieur est non vide.
Soit f : X — R' une fonction de classe C>/ X. Alors f est convexe sur X si

et seulement si son Hessien V* f (x) est une matrice semi définie positive

pour tout xe X.



