6. Optimisation avec contraintes
méthodes primales



6.1 Approche générale

Considérons le probleme général de programmation

mathématique suivant:
Min f(x) (6.1)

xR

ou le domaine réalisable R est en général défini a I'aide

d'un ensemble de contraintes de type f; (x) <0, i =1,...,m

(i.e.,]éz{xe R" :fi(x)SO, izl,...,m}).



Considérons le probleme général de programmation

mathématique suivant:

Min f(x). (6.1)

xeR

Approche de résolution: méthode itérative
i) Itération initiale
Déterminer une solution initiale x° € R.
ii) Ttération générale (k +1)
Déterminer une direction d* et un pas «, dans cette direction

pour s'éloigner de la solution actuelle x* en prenant

M=x"+ad" e R

ii1) Répéter l'itération générale jusqu'a ce qu'un critere d'arrét soit

satisfait.



La direction d* varie selon la méthode.

Par contre, les méthodes utilisent en général un "pas" optimal
déterminé comme suit:

Etant donné x* et d*, dénotons par o, laplus grande valeur que peut
prendre le pas «, de sorte que x* +a&,d" € R.
Alors le "pas" optimal ¢, satisfait la relation

f(d +aid*)= Min {f(x* +ad" )} (6.2)

0<oy <oy,



6.2 Méthode des directions réalisables

Soit le probleme (6.1) oufeC / R et ot R est défini a l'aide d'un ensemble
de contraintes linéaires. Ce probleme prend la forme suivante:

(P) Min £ (x)

N ;T .
Sujeta a x<b i=1,...,m.

Etant donné une solution réalisable x* de (P ) définissons lI'ensemble des
indices des contraintes actives

ik
Ik:{l:a X =bl.}.

Puisque le pas ¢, =0, alors pour que x" +a,d “e R, il faut que

itk il gk -
a x +oa d <b  Viel,

. T :
i.e., aa d" <0 Viel,.






(P) Min f(x)
Sujeta d x<b i=1,...m

I, :{i a X =bl.}.

Puisque le pas &, >0, alors pour que x* +a,d" € R, il faut que

itk it gk :
a x +oa d <b  Viel,

. .T .
ie., aad d' <0 Viel,.

Par consé€quent la direction d est définie a I'aide d'une solution optimale
du probleme

() Min Vf(x*) d

Sujeta @ d<0 iel,

~1<d. <1 j=1,..n



Par conséquent la direction d ' est définie a I'aide d'une solution optimale
du probleme

. k T
(P,) Min Vf (x ) d

T
i

Sujeta o d<0 iel,
~1<d, <

<
1 d]. 1 j=1...,n

Les contraintes additionnelles —1<d i < 1 j =1,...,n permettent de

T
comparer les quantités Vf (xk ) d sur une base équitable pour toutes

les directions.

Si la valeur optimale Vf (xk )T d* <0 de (Pk ) , alors la direction d* est une

direction de descente de f au point x* et par conséquent la fonction économique
f décroit dans la direction d* dans le voisinage de x".



S1 la valeur optimale Vf (xk )'l‘ d* <0 de (Pk ) , alors la direction d* est une

direction de descente de f au point x* et par conséquent la fonction économique
f décroit dans la direction d* dans le voisinage de x".

Plus grand pas &

Etant donné x* et d*, dénotons par ¢, estla plus grande valeur que peut

prendre le pas &, de sorte que x* + @, d" € R.
Ainsi, dans le cas de contraintes linéaires, ¢, est la plus grande valeur que peut
prendre le pas ¢, de sorte

T
a (x*+ad)<b,  i=l..m
itk it gk :
a x" +oa d° <D 1=1,....m.
Or puisque la direction d* a été choisi de telle sorte
T
a (xk+a'kdk)Sbi iel,

pour toute valeur de ¢, =0,
alors il suffit de choisir ¢, comme étant la plus grande valeur que peut prendre
le pas ¢, de sorte

aiT(xk+05kdk)Sbi 1€ 1,

T

itk itk :
a x +oa d<Db e, .






Il suffit de choisir ¢, comme étant la plus grande valeur que peut prendre
le pas ¢, de sorte

a (X +ad )b iel,

T % il ok :
x +oga d<b, &1, .

ai
. T . 1 .
Or puisque a' x~ < b, lorsque i ¢ I, , il s'ensuit que
T T T
sia’ d* <0, alorsa' x* +a,a” d* < b, pour toute valeur ¢, > 0;
. Tk il k il gk il gk itk
sta d” >0,alorsa x +aa d <b & oa d <b-a x

T
k
b,—a' x

0
S
IA

Par conséquent




La direction d* varie selon la méthode.

Par contre, les méthodes utilisent en général un "pas" optimal
déterminé comme suit:

Etant donné x* et d*, dénotons par o, laplus grande valeur que peut
prendre le pas «, de sorte que x* +a&,d" € R.
Alors le "pas" optimal ¢, satisfait la relation

f(d +aid*)= Min {f(x* +ad" )} (6.2)

0<oy <oy,



T
Le critere d'arrét est satisfait lorsque Vf (xk ) d* >0 pour un certain indice k,

sinon la méthode s'arréte a la limite quand k — oo,



Théoréme 6.1: Supposons que f est convexe. Si la solution optimale d*

T
de (P,) esttelle que Vf (xk ) d* > 0,alors x“est une solution optimale

de (P).

Preuve. Par contradiction, supposons que x“n'est pas une solution optimale de
(P). Alors il existe une solution réalisable x de (P)telle que f (x) < f (xk )
Puisque f est convexe, l'inégalité du gradient s'applique et

f(x)= f(xk)+Vf(xk )T (f—xk)
ou FE) -7 ()2 v () (T-5). (6.3)
Or FE)<f(x)= F(x)-r(x")<0
et substituant dans (6.3) , 11 s'ensuit que

0> f (%)~ f ()2 (&) (F-2).
D'autre part, siie I,, alorsa’' x =b, eta’' x <b, et ainsi
al" (x-x")<b,-b =0.



0> f(f)—f(xk) ZVf(xk)T (E—xk).
D'autre part, siie I,, alorsa’ x* =b, eta’'x <b, et ainsi
al" (x-x")<b-b, =0.

. -~ Lk
Doncd =——~—> est une solution réalisable de ( ) puisque

Z\x -]

\
- k
. X—X 1 . ,
a'’ a'' —xk)SO iel,.
Z‘x — X, ‘ Z‘x — X, ‘ (R)  Min Vf(x) d
Sujeta da d<0 iel,
— k —-1<d. <1 j=1..., n
, : T ox—x — -
Par conséquent, le fait que Vf (x ) < 0 contredit I'hypothese
n
— k
2%
j=1

que d“ est une solution optimale de (P, ). 0



Exemple numérique:

(P) Min f(x)=~(x2+22)

2
Sujeta —x, +x, <7
<5
=7 B X +x, <
2 x{dez => —x, <2
Xy =2
Vf (x) =[x1,x2]T
Itération 1: x° =[-2,3]". Alors I, = .
La direction est solution du probleme
(R Min Vf(xO)sz—Zd L3, T
0 T =d =[]
Sujeta —1=<d; <1 j=12




Exemple numérique:

(P) Min f(x):%(x12+x§)

Sujeta —x; +x, <7
X +x, <5
_ 1 2
Xy —Xx, =7 0 _
27N X +x, =35
X2 =2 sia" d* >0, alorsa' X +ad d* <b o ad d*<b-da" x
. <bl T
V _ T o adek .
f (x) o [xl ? .X2] T T Par conséquent
Z ° O 0 Tk
Itération 1: x° =|-2,3] , d° =[1,-1] aﬁMm{bf—f : do}
igly al dk

X +ayd’ =[-2,3] +a [1,-1] =[2+a,,3-a,] .
La plus grande valeur &:

T 0 B )
a d =—-1x1-1x1=-2<0
2" 50 _ _ 7 —
a” d” =1x1-1x1=0<0 = q,=

& d’=—1x=1=1>0




Exemple numérique:
: 1
(P) Min f(x)= E(xl2 +x§)

Sujeta —x, +x, <7
X +xy, <5

Bh = xg\deZ:S —x, <=2
) <

Vf(x)=[x1,x2]T

Itération 1: x°+ad® =[-2,3]" + o, [L.-1] =[2+a,.3-a,] .

La plus grande valeur &, que peut prendre ¢, pour que

x" +a,d" € R: lorsque la troisieme contrainte devient active

-3+, <-2= a,=1



Exemple numérique:
, 1
(P) Min f(x)= 5()612 +x§)

X +x, <5

X, =2 o

Vf(x):[xl,xz]T
Itération 1: x° +apd’ = -2, 3]T + [1,—1]T =[-2+a,3- ]T

Min ~{13-10a, + 207}

0<ay<1 2

i=—10+4a0 =0
do,

5
05():5



Exemple numérique:

(P)

Min f (x) :%(xl2 -I-xg)

xd

X! N T X =5
AN

1

Vf (x) :[xl’xz]T

Itération 2: x' =[-1,2]" . Alors I, ={3}.

La direction est solution du probleme

(R)
Sujeta  —d, <0

-1<d, <1

Min Vf(x') d=—d, + 2d,

Suyjeta —x; +x, <7
X +x, <5
—Xx, <=2
L= d' =[1,0]'

i=1,2




Exemple numérique:

(P) Min f(x)==(x2+x2)

2
Sujeta —x;+x, <7
X +x, <5
— — 1 2
X, =X =17 /0 N +x, =5
Xy, =2 >
2 X dl
T sia”" d* >0, alorsa' X +ad d* <b o ad d*<b-a" x
= s« Sb"_aiTxk.
Vf(.X)—[xl,X2] k adek
Par conséquent
P . T 1 T c_zk=Min{b" __T“i < >0}
Itération 2: x' =[-1,2] , d' =[1,0] o

+ad =[-1,2] + e [1,0] =[-1+¢,,2]" .

La plus grande valeur &;:

a"d'=-1x1+0=-1<0 by—a’ X' 5-1

T
a®d' =1x1+0=1>0 atd 1



Exemple numérique:

(P) Min f(x):%(x12+x§)

Sujeta —x, +x, <7
X +x, <5

N{fo <2

1

Vf (x) =[x, x, ]T
Itération 2: x'+ad' =[-1,2] +[1,0] =[-1+a,,2] .
La plus grande valeur ¢, que peut prendre ¢, pour que

x'+a,d" € R: lorsque la deuxiéme contrainte devient active

1+ +2<5= o, =4



Exemple numérique:
(P) Min f(x)= %(xf +2)

X +x, <5

X, —Xx;, =7 0 _
?..Y

xdl

Vf(x):[xl,xz]T

Itération 2:  x'+aqd' =[-1,2]" +¢4[1,0] =[-1+.2] .
—1+04+2<5= o, =4

Le pas optimal 0{1* est déterminé en solutionnant le probleme:

. 2 2 Min +{5-2¢, +a?
Min —{(—1+0{1) +(2) } = o =1. Min —{5-2a; +a}
0<ey<4 2 S Y |

de,
o =1

Donc x” =0, Z]T .



Exemple numérique:

(P) Min f(x):%(x12+x§)

Sujeta —x, +x, <7
X +x, <35
X —x,=7 /0 _ b2
271 x\ﬁo\;x"'xz S —x, <=2
% =2 xd r
T
Vf (x)=]x.x,) .
Itération 3: x> =[0,2] . Alors I, ={3}.
La direction est solution du probleme
T
(P,) Min Vf(x*) d =2d,
Sujeta  —d, <0 L= 4% =[0,0]'

-1<d; <1 j=1,2

Donc x* =0, 2]T est une solution optimale de (P).



