
Conditions d’optimalité

en

optimisation avec contraintes



Multiplicateurs de Lagrange

( )
( )

1 1

Considérons le problème de programmation mathématique suivant
Min    

Sujet à   0 1, , (5.1)

où  et les fonctions : , : , 1, ,

lagrangi

.

Le  associéen  au problème (5.1) est obtenu c

i

n

i

f x

f x i m

x X

X R f X R f X R i m

= =

∈

⊂ → → =

…

…

( ) ( ) ( )
1

omme suit en associant
un   à chaque fonction de contrainte :

, .

Sans faire d'hypothèse particulière sur  ou sur les fonctions  et ,  nous 
pouvons obte

multiplicateur de lagrang

n

e

i

i i

m

i i

i

i

f

L x f x f x

X f f

λ

λ λ
=

= +∑

r des conditions suffisantes très générales pour qu'un point *  
soit une solution optimale globale du problème (5.1).

x



( )
( )

( ) ( ) ( )
1

Th

Con

éor

sidéro

ème 5.

ns le problème de programmation mathématique suivant
Min    

Sujet à   0 1, , (5.1)

 Supposons que le lagrangien associé au problème (5.1)

,

possède un mi

1:

ni

i

m

i i

i

f x

f x i m

x X

L x f x f xλ λ
=

= =

∈

= +∑

…

( )

*

* * *

mum global  sur  lorsque le vecteur de multiplicateur 

. Si =0 pour tout 1, , , alors  

Pre

est une solution optimale

globale de (5.1).

 La preuve se fait par contradiction en supposant uve.

i

x X

f x i m xλ λ= = …

( )
( ) ( )

*

*

que n'est pas une
solution optimale de (5.1). Alors il existe un  tel que =0 pour tout

1, , , et .
i

x

x f x

i m f x f x= <…



( ) ( ) ( )

( )

1
*

* * *

 Supposons que le lagrangien associé au problème (5.1)

,

possède un minimum global  sur  lorsque le vecteur de multiplicateur 

. Si =0 pour tout 1, , , al

Théorème 5

ors

.

 

1:
m

i i

i

i

L x f x f x

x X

f x i m x

λ λ

λ λ

=

= +

= =

∑

…

( )

*

 est une solution optimale

globale de (5.1).

 La preuve se fait par contradiction en supposant que n'est pas une
solution optimale de (5.1). Alors il existe un  tel que =0 pour to
Preuve.

ut

1, , , 
i

x

x f x

i m= … ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

*

1 1

* *

1 1
* *

et .

Par conséquent, pour tout 

0

et ainsi 

.

En prenant  la relation précédente contredit le fait que  est un 
minimum global du lagrangien 

m m

i i i i

i i

m m

i i i i

i i

f x f x

f x f x

f x f x f x f x

x

λ

λ λ

λ λ

λ λ

= =

= =

<

= =

+ < +

=

∑ ∑

∑ ∑

*sur  lorsque .   X λ λ= �



( )
( )

( ) ( ) ( )
1

Considérons maintenant le problème de programmation mathématique suivant
Min    

Sujet à   0 1, , (5.2)

 Supposons que le lagrangien associé au problème (5Th .2éorè )

,

p

me

s

5. :

o

 2

s

i

m

i i

i

f x

f x i m

x X

L x f x f xλ λ
=

≤ =

∈

= +∑

…

( ) ( )

*

* * * * * *

ède un minimum global  sur  lorsque le vecteur de multiplicateur 

. Si 0 , 0 et 0 pour tout 1, , , alors  est

une solution optimale globale de (5.2).

 La preuve se faitPreuve.  

i ii i

x X

f x f x i m xλ λ λ λ= ≤ ≥ = = …

( )
( ) ( )

*

*

par contradiction en supposant que n'est pas une
solution optimale de (5.2). Alors il existe un  tel que 0 pour tout

1, , , et .
i

x

x f x

i m f x f x

≤

= <…



( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
*

* * * * *

 Supposons que le lagrangien associé au problème (5.2)

,

possède un minimum global  sur  lorsque le vecteur de multiplica

Théorèm

teur 

. Si 0 , 0 et 0 pou

e 5

 to

. :

r

2
m

i i

i

i ii i

L x f x f x

x X

f x f x

λ λ

λ λ λ λ

=

= +

= ≤ ≥ =

∑

( )

*

*

ut 1, , , alors  est

une solution optimale globale de (5.2).

 La preuve se fait par contradiction en supposant que n'est pas une
solution optimale de (5.2). Alors il existe un 
Preuve.

 tel que i

i m x

x

x f x

=

≤

…

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

*

* *

1 1

* * * *

1 1
*

0 pour tout

1, , , et .

Par conséquent, pour 0

0      et       0

et ainsi 

.

La relation précédente contredit le fait que  est un minimum

m m

i i ii

i i

m m

i ii i

i i

i m f x f x

f x f x

f x f x f x f x

x

λ

λ λ

λ λ

∗

= =

= =

= <

≥

≤ =

+ < +

∑ ∑

∑ ∑

…

*

 global du 
lagrangien sur  lorsque .X λ λ= �



Conditions d’optimalite de 

Karush-Kuhn-Tucker (KKT)de premier ordre

Pour obtenir des conditions plus facilement vérifiables, il faut poser des 
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Conditions K-K-T suffisantes

En utilisant le Théorème 5.2 nous venons de démontrer que les conditions
K-K-T sont suffisantes sous les hypothèses supplémentaires que  est
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Conditions K-K-T nécessaires

L'analyse de la nécessité des conditions K-K-T est plus complexe et requiert
l'introduction de notions et de résultats préliminaires reliés aux théorème
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Conditions K-K-T pour la programmation linéaire

Conditions K-K-T  résultats de dualité et d'écarts complémentaires.
Pour la programmation linéaire,

conditions K-K-T sont suffisantes puisque les fonctions linéaires sont
   convexes.
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sont nécessaires parce que les fonctions linéaires
   satisfont toujours les restrictions sur les fonctions de contraintes.
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Associons un multiplicateur  à chacune des  premières contraintes et un
multiplicateur  à chacune des  dernières contraintes. 

m j

i

m j

m

n

λ

λ
λ

+

+



1

1

Min  

Sujet à    0 1, ,

0 1, , .
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Considérons maintenant le problème dual:
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