Conditions d’optimalité
en

optimisation avec contraintes



Multiplicateurs de Lagrange

Considérons le probleme de programmation mathématique suivant
Min f (x)
Sujet a fl.(x):O i=1,....,m (3.1
xe X
ou X C R" etles fonctions f : X — R', fi: X — R.,i=1,....m

Le lagrangien associ€ au probleme (5.1) est obtenu comme suit en associant
un multiplicateur de lagrange A a chaque fonction de contrainte f; :

LA =7 () + D4 (x)

Sans faire d'hypothese particuliere sur X ou sur les fonctions f et f;, nous
pouvons obtenir des conditions suffisantes tres générales pour qu'un point x *
soit une solution optimale globale du probleme (5.1).



Considérons le probleme de programmation mathématique suivant
Min f (x)
Sujet a fl.(x)zO i=1,....m (5.1)
xe X

Théoreme 5.1: Supposons que le lagrangien associé au probleme (5.1)

L(A,x)= f(x)+2j:/llfz (%)

posséde un minimum global x sur X lorsque le vecteur de multiplicateur
A=A1".Si f; (x* ) =0 pour tout i =1,...,m, alors x est une solution optimale
globale de (5.1).

Preuve. La preuve se fait par contradiction en supposant que x n'est pas une
solution optimale de (5.1). Alors 1l existe un x tel que f, (f) =0 pour tout

i=1...metf(¥)<f(x).



Théoreme 5.1: Supposons que le lagrangien associ€ au probleme (5.1)

L<z,x)=f(x>+§mx)

posséde un minimum global x sur X lorsque le vecteur de multiplicateur
A=1".Si f; (x* ) =0 pour tout i =1,...,m, alors x est une solution optimale
globale de (5.1).

Preuve. La preuve se fait par contradiction en supposant que x n'est pas une
solution optimale de (5.1). Alors il existe un x tel que f; (E) =0 pour tout

i=1..,metf(x)<f(x").

Par conséquent, pour tout A

S AA (M) =X A0 () =0

i=1
et ainsi

f(f)+2/lifi(f)<f(x*)+2/1ifi(x*).

En prenant A= A" la relation précédente contredit le fait que x est un
minimum global du lagrangien sur X lorsque A=A . O



Considérons maintenant le probleme de programmation mathématique suivant
Min f (x)
Sujet a fl.(x)SO i=1,...,m (5.2)
xe X

Théoreme 5.2: Supposons que le lagrangien associ€ au probleme (5.2)

L(z,x):f(mﬁmx)

posséde un minimum global x sur X lorsque le vecteur de multiplicateur
/lz/l*.Sifi (x*) <0, /Ij >0 et /iji (x*) =0 pour touti=1,...,m, alors x est

une solution optimale globale de (5.2).

Preuve. La preuve se fait par contradiction en supposant que x n'est pas une
solution optimale de (5.2). Alors il existe un x tel que f; (x) < 0 pour tout

i=1,...,m, etf(§)<f(x*).



Théoreme 5.2: Supposons que le lagrangien associé au probleme (5.2)

L<z,x>=f<x>+§mx>

posséde un minimum global x sur X lorsque le vecteur de multiplicateur
/1=/1*.Sifl. (x*) <0, /1: >0 et ﬂjfl (x*) =0 pourtouti=1,...,m, alors x est

une solution optimale globale de (5.2).

Preuve. La preuve se fait par contradiction en supposant que x n'est pas une
solution optimale de (5.2). Alors il existe un x tel que f; (x) < 0 pour tout

i=1,...,m, etf(f)<f(x*).
Par conséquent, pour A° >0
Zm:/ijﬁ.(x)so et Y Af(x")=0
et ainsi . |
f(})+zm1:/1j £.(7)< f(x*)iz; £(x)

La relation précédente contredit le fait que x est un minimum global du
lagrangien sur X lorsque A=A". O



Conditions d’optimalite de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT)de premier ordre

Pour obtenir des conditions plus facilement vérifiables, il faut poser des
hypotheses sur X et les fonctions f et f..

S1 X est convexe, sif etf, sont différentiables et convexes dans le
probleme (5.2)
Min f (x)
Sujeta f,(x)<0 i=1,...,m (5.2)
X

etsid 20,i=1,...,m,

alors le lagrangien L(A,x)=f(x)+ Z/llfl (x)
i=1

est aussi une fonction convexe sur X puisque
A, 20etf (x) convexe = A f,(x) convexe

f(x)+ le f. (x) somme de fonctions convexes.
i=1



S1f et f, sont differentiables et convexes, alors le lagrangien
L(A,x)=f(x)+ i/’tl f. (x) est une fonction différentiable et convexe en x,
et il s'ensuit qu'il pl:sséde un minimum global en x sur X lorsque A= A" si
V.L(Ax")=Vf (x*)+zm:/1ijl. (x")=0.
i=1

Alors le Théoreme 5.2 peut s'écrire:

K-K-T

Théoreme 5.2: Supposons que
le lagrangien associé au probleme (5.2) [S'il existe un A tel que

L(A,x)= f(x)+iﬂlfl (x) VXL(l*,x*) = Vf(x*)+zm:/’thfi (x*) =0
possede un minimum globl;i x surX A f (x*) =0 [ = 1z21n
lorsque le vecteur de multiplicateur A" f (x*) <0 o1 n
Sif,(x)<0, &4 20et 2 f(x)=0 [ o

pour touti =1,...,m,

alors x est une solution optimale globale de (5.2).



Conditions K-K-T suffisantes

En utilisant le Théoreme 5.2 nous venons de démontrer que les conditions
K-K-T sont suffisantes sous les hypotheses supplémentaires que X est
convexe et que les fonctions f et f; sont convexes sur X.

Nous pouvons démontrer ce résultat en utilisant plutot I'inégalité du gradient.
Théoreme 5.3: Supposons que X est convexe et que les fonctions f et f; sont

différentiables et convexes. Si les conditions de K-K-T sont vérifiées a x
alors x  est un minimum global du probléme (5.2).

Preuve. Le lagrangien €tant convexe (démontrer précédemment),
alors par 1'négalit€ du gradient 1l s'ensuit que pour tout xe X

f(x)+i/1;fi(x)Zf(x*)+il:fi(x*)+ Vf(x*)+iﬂ,iji(x*) (x=x")



Théoreme 5.3: Supposons que X est convexe et que les fonctions f et f, sont
différentiables et convexes. Si les conditions de K-K-T sont vérifiées a x ,
alors x est un minimum global du probleme (5.2).

Preuve. Le lagrangien €tant convexe (démontrer précédemment),
alors par I''négalit€ du gradient il s'ensuit que pour tout xe X

PO+ YA A2 (5 )+ D AR )+ T () + DAV | (x-x)

0 0

K-K-T Alors, pour tout xe X
V()= (x)+ YAV (x)=0]  f(xT)=F(x)< D A f(x)<0
i=1
0

i=1,..., n et




Conditions K-K-T nécessaires

L'analyse de la nécessité des conditions K-K-T est plus complexe et requiert
l'introduction de notions et de résultats préliminaires reli€s aux théoremes
d'alternatives.

Définitions.

L' hyperplan spécifié par le point a € R" et le scalaire £ est I'ensemble de R"
H (a,p) ={xe R" :asz,b’}.

Les demis espaces (fermés) associés a I'hyperplan H (a, B ) sont les ensembles

suivants de R" : i
H+[a,,b’]={xe R”:aTxZ,B} H"[a. f]
H_[a,,b’]z{xe R”:aTxS,b’}. B)

H" [a, B

Il est facile de vérifier que tous ces ensembles sont convexes.




Définition. Hyperplan de séparation.
L'hyperlan H (a, ) sépare deux ensembles non vides X et Y si

a' x> f3 pour tout xe X (i.e., XCcH” [a,ﬁ])
a'y< 8 pourtoutyeY (i.e., YCH [a,,[)’]).

La séparation est stricte si les inégalit€s dans les relations précédentes
sont strictes.

H (al"Bl) H (al, ,51) hyperplan de séparation
H (a2 : ,6’2) hyperplan de s€paration stricte
H (a2 , B, )



Définition. Etant donné un ensemble non vide X — R” I'hyperplan H (a, b )
est un support de X si
H(a,f)NX =P et

XcH [aflouX cH [a,p]

(01‘1 X dénote la fermeture de I'ensemble X )

(a, ) support



Théoreme 5.4: Soient les vecteurs x, y,a€ R". Si a' y < a' x, alors pour tout
6 (0,1),
a'y<a' ((9x+(1—¢9) y) <a'x.

Preuve. a' (6’x+(1—¢9) y) <a' (9x+(1—9)x) =a' x.
aT(9x+(l—9)y)>aT((9y+(1—¢9)y)=aTy. m



Théoreme 5.5: (Théoreme de séparation) Si X < R" est un ensemble
convexe non vide et si y¢ X, alors il existe un hyperplan qui s€pare

(strictement) X et y.
Preuve. Il existe un point x’ € X tel que @\xo
0 - ey
x —y|= —
J+° -] = mif

(01‘1 HzH =+/z' z dénote la norme euclédienne de z).

1l est facile de vérifier que X est un ensemble convexe, et par conséquent le

segment de droite 3 (x x) c X pour tout x € )? Donc pour tout &€ [0,1]

Hx —yH H Hx-l— 1- 6’ yH
Ainsi pour tout 8 € [O 1]

(xo—y) (x°—y)< ((9x+(1 6)x")- y) ((6’x+(1—6’)x0)—y)
(+=3) (2 =3) < (2 =5)+0(x=")) ((x° = v)+6(x—x)
(=3) (5" =y) < (x"=y) (5" =y)+260(x=2) (x" =)+

6 (x— ) (x-x")



Ainsi pour tout 8 € [0,1]

(2 =) (x" = y) < ((6x+(1-60) ")~ y) ((6x+(1-6)x) )
(4" =3) (=5 = ((+* =5)+0(x=")) ((x" - y)+0(x—x))
(T3] < (Tt +26 (5 ) (2 ) ¢

T

Hz(x—xo) (x—xo).

Par consequent pour tout 6 € [O, 1]
26?(x—x0)T (xo — y)+6?2 (x—xo )T (x—xo) > 0.
Mais alors ceci implique que (x —x" )T (xo — y) > 0.

T ~
(x — xo) (xo — y) < 0, alors pour >0 suffisemment petit

(=) (5= 9)} > | (x=2") (x=2")

et alors nous aurions que
Zé(x—xo)T (xo —y)+6?2 (x—xO)T (x—x0)<0.

26 > 62




Nous avons donc que (x X ) (x — y) > (0 ou encore

Xt (xo—y) T(x —y) (5. 3)
Puisque y ¢ )?,on — sz = (xo — y)T (xO — y) > (), ou encore
y' (xo—y)<xOT (xo—y). (5.4)

Alors en appliquant le Théoréme 5.4 avec les vecteurs (xO — y),

1 . :
X", y, et avec 9=§, et utilisant la relation (5.4)

yT(xo_y)<%(xo+y)T(x0_y)<x0T(xo_y).

En utilisant maintenant la relation (5.3),

yT(xo_y)%(xow)T(xo_y)<x0T(xo_y)ng(xo_y).



En utilisant maintenant la relation (5.3),

yT(xo_y)%( Oy) (=)< (60— y) < (20— y).

Par conséquent nous avons que

() L) (0 y) < ()

Puisque cette relation est valable pour tout xe X, il s'ensuit
que I'hyperplan H (a, ) ot a = (xo - y) et
1

b= E(xo + y)T (xo — y) sépare (strictement) X et y. O






Dans le Théoreme 5.5, la convexité de X est une condition

suffisante pour assurer l'existence d'un hyperplan le séparant

(strictement) de y ¢ X.

Mais comme l'illustre la figure suivante, la convexité de X

n'est pas une condition nécessaire.



Théoreme 5.6:(Théoreme de Farkas) Etant donné les vecteurs
a',....a" etbe R™ , une condition suffisante pour que b

s'exprime comme une combinaison linéaire non négative des a’

(1.e., une condition suffisante pour qu'il existe des scalaires non
négatifs x,,...,x, tels que b = alxl +...+a"x ) est que tout
ye R™ tel que y'a’ >0 pour tout j =1,...,n, vérifie

nécessairement la relation y'b > 0.

Preuve. Il faut démontrer que

pour tout ye R",
ST dxy,...,x, 20 tels que
siy a’ 20pourtoutj=1,...,n, =

J\

1 n
b=ax+...+a x,

s . T
alors nécessairement y b =0

J



Preuve. Il faut démontrer que

pour tout ye R",

S1 yTaj > (0 pour toutj =1,...,n,

N

z . T
alors nécessairement y b =0

.

J

-

dxy,...,x, 20 tels que
b=

a'x +..+a"x, }

Nous allons plutdt démontrer la contraposé de I'implication:

pour tout ye R",

4

s . T
alors nécessairement y b =0

.

c'est-a-dire

{fol,...,xn >0 tels que}
=

1 n
b=ax+...+ax,

3

siy'a’ > (0 pour tout j =1,...,n,

><=—|{

J

3 ye R", tel que
yTaj >0 pour toutj=1,...,n, ;

et y'bh<0

dx,...,x, 20 tels que

1 n
b=ax +...+ax,

|



Pour démontrer que

E ye R", tel que

Ax,....,x, 20 tels que |
| " :><yTa’20p0urt0utj=1,...,n,
b=ax+...+a"x,

'

\et y'b<0
considérons l'ensemble

Z ={ze R":3x,....,x, 20telque z=a'x, +...+a"x, }
Il est facile de démontrer que Z est convexe. Il est aussi possible

de démontrer que Z est un ensemble fermé (i.e. Z=7 )

Z1=alx}+...+a”x1 Z —alx +...+a"x

07 +(1-0) 2" =d'| 0x/ +(1-0) 5] |+...+a"| 6x, +(1-6)x; |

et alors 67 +(1-6) =




Pour démontrer que

E ye R", tel que

'

Ax,...,x, >0 tels que .
=<y a’ 20pourtoutj=1,...,n,

. | n
b=ax+...+a x,

\et y'b<0
considérons l'ensemble

Z ={ze R":3x,...,x, 20telque z=a'x, +...+a"x, }
Il est facile de démontrer que Z est convexe. Il est aussi possible

de démontrer que Z est un ensemble fermé (i.e. Z=7 )

Puisque par hypothese de la contraposé b¢ Z = Z, alors
par le théoreme 5.5 il existe un hyperplan H (p, ) qui sépare

strictement Z et b :

pb<B<p'z pour tout z € Z. (3.5)



Zz{ze R":3x,,...,x, 20telquez=a'x, +...+a"x, }

Puisque par hypothese de la contraposé b¢ Z = Z, alors
par le théoreme 5.5 il existe un hyperplan H (p, ) qui sépare
strictement Z et b :
p'b< B < Pz pour tout z€ Z. (3.5)
Or O€ Z,ce qui implique que £ < 0 et par conséquent que
p'b<0.
Egalement, pTz > 0 pour tout z€ Z. En effet, s'il existait un z€ Z

tel que p' Z <0, alors puisque Z est un cone (i.e., si z€ Z alors

Az e Z pour tout A > 0), nous aurions que p' (AZ) o e
—00

contredisant (5.5).



Or Oe Z,ce qui implique que f < 0 et par conséquent que
p'b<0.

Egalement, p' z >0 pour tout z€ Z. En effet, s'il existait un 7€ Z

tel que p' Z <0, alors puisque est un cone (i.e., si z€ Z alors

Az e Z pour tout A >0) nous aurions que p' (A%) o —e
—>00

contredisant (5.5).
Comme 1l est facile de véritier que a’ e Z, j=1,...,n,
Z :{ze R":3x,...,x, 20tel que z=a'x, +...+a"x, }
1l s'ensuit que pTaj >0,j=1,...,n.
Nous avons donc démontré la contraposé puisque p € R™ est

tel que pla’ 20,j=1,....,netp'b<0. m



Corollaire 5.7: (Théoreme d'alternatives) Soit A une matrice

mXn. Exactement une des deux alternatives suivantes est vérifiée:
I Lesysteme Ax=>b, x >0 posséde une solution xe R”

I LesysttmeA'y>0, b y<0 possede une solution ye R".
y p

Preuve. 1l est facile de vérifier que les deux alternatives ne
peuvent tenir en méme temps, car autrement la relation
suivante serait satisfaite:

0>b'y=x"A"y>0

une contradiction.



I Lesysteme Ax =5b, x >0 possede une solution x€ R"

II Le systeme A'y>0, b'y<0 possede une solution ye R"™.

.1eme

Dénotons par a, I j=1,...,n, laj colonne de A.

Considérant 1' alternative II, celle-c1 est vérifée ou elle ne 'est pas.

Dans le cas ou elle ne l'est pas, 1l s'ensuit que le systeme
A'y>0, b'y <0 ne posséde pas de solution ye R™;

: s T . T .

1.€., le systeme do; Y >0,7=1,...,n, b" y <0 ne possede pas
de solution ye R™. Ainsi pour tout ye R",

s1 a, jTy >0, j=1,...,n, alors nécessairement bTy > 0.

Donc par le Théoreme 5.6, il existe un vecteur x€ R", x>0 tel

x. =b, et l'alternative I tient. O

*n""n

que Ax=d, X, +...+a



I Lesystetme Ax=b, x >0 posseéde une solution xe R"

I Le systeme ATy20, by<0 possede une solution ye R"

Tustration du cas ou le systerme Ax =b, x =0 possede une solution.

d =|d]ld]eos6

a,,
mfyZO
. et
b y<0
Y a,zT y20
a,,

Le systtme A' y>0,b' y <0
ne possede pas de solution



I Lesysttme Ax=b, x >0 posseéde une solution xe R"

I Le systeme ATy20, b y<0 posseéde une solution ye R™

Tustration du cas ot le systeme Ax =b, x =0 ne possede pas de solution.

>0

a,' y=0

“ Le systtme A'y>0,b' y <0
| \ posseéde une solution



Corollaire 5.7: (Théoreme d'alternatives) Soit A une matrice

mXn. Exactement une des deux alternatives suivantes est vérifiée:
I Lesysteme Ax=>b, x >0 posséde une solution xe R”

I LesysttmeA'y>0, b y<0 possede une solution ye R".
y p



Revenons a l'analyse de la nécessité des conditions K-K-T en exploitant le
Corollaire 5.7.

Supposons que x e X, I (x*) <0,i=1,...,m, estune solution locale du

probleme (5.2). Min f(x)
Sujeta f(x)<0 i=l...m (5.2)
xe X

Notation: Dénotons I'ensemble des contraintes actives

A(x*)z{i:fl.(x*) =O}={i1,...,ik}c{l,...,m}.

HYPOTHESE A VERIFIER : Supposons que nous pouvons démontrer
qu'il n'existe pas de vecteur d € R" tel que

Vi (x) d<0 ie A(x) (5.6)
vf(x') d <0






Revenons a l'analyse de la nécessité des conditions K-K-T en exploitant le
Corollaire 5.7.

Supposons que x e X, I (x*) <0,i=1,...,m, estune solution locale du

probleme (5.2). Min f(x)
Sujeta f(x)<0 i=l...m (5.2)
xe X

Notation: Dénotons I'ensemble des contraintes actives

A(x*)z{i:fl.(x*) =O}={i1,...,ik}c{l,...,m}.

HYPOTHESE A VERIFIER : Supposons que nous pouvons démontrer
qu'il n'existe pas de vecteur d € R" tel que

Vi (x) d<0 ie A(x) (5.6)
vf(x') d <0



HYPOTHESE A VERIFIER : Supposons que nous pouvons démontrer

qu'il n'existe pas de vecteur d € R"tel que - -
Vfi(x*)TdSO ieA(x*) : : |d<0
vr(x') d<o. : -

Ainsi le systeme

v, () da<o| ||vr, (x)

T

vt (') d<o| ||V, (x)

T

[Vfil (x).....Vf, (x*)TdSO, Vf(x*)Td<o

ne possede pas de solution.

Appliquons maintenant le Corollaire 5.7:

implique que

{I: —[Vfi1 (x*),...,Vfik (x*)

{II :—[Vfi1 (x*),...,Vfik (x*)ﬂ d = O,Vf(x* )T d <0 n'as pas de solution d € R”}

) ,1:,,/1; ] > () possede une solution }

Le systete Ax =b, X> 0 posséde une solution xe R"

I LesysttmeA'y>0, b'y<0 posséde une solution ye R"™.




Appliquons maintenant le Corollaire 5.7:
T
{II :—[Vfi1 (x*) ..... Vfik (x* )J d=0,Vf (x* )T d < 0 n'as pas de solution d € R”}

implique que

{I: —[Vfi1 (x*) ..... Vfl.k (x* )J A =Vf (x*), Z*=[/1:,,/1;€ ] > () possede une solution }

Cem s'écrit €galement sous la forme

N

I — Z A Vf —Vf ) [/LT,,/I;] > () possede une solution

Vo

I;osons ﬂl =0 pour tout i ¢ A(x* ) Alors
Z A Vf, (x ) =0
ieA(x*)

A f, (x*) =0 pour tout ¢ A(x*).



Cecn s'écrit également sous la forme

I. — Z A Vf —Vf/ [ﬂ:, A ]> 0 possede une solution
0
(

3\

N\

=Vf (x')+ D AV (x Z/Wf

Posons/li =Opour touti ¢ A ) Alors iea(x']

Zsz

lefA
/Ilfl( ) pour tout i ¢ A(x*).
Par conséquent nous tetrouvgns les conditions K-K-T
Vf (x ):é AVE (x)=0
i=1
A f, (x ) i=1,...,n
f (x*) <0 i=1,..., n

4



Min f(x)
Sujet a fi(x)SO i=1,..., m
xe X

convexité 11 U conditions...

K-K-T
v.L(A x)=Vf(x*)+Zm:/Wf(x)=o
Af(x)=0 izlzjl..,n
fi(x")<0 i=1,...,n
A =20 i=1,...,n

(5.2)



Malheureusement

HYPOTHESE A VERIFIER : Supposons que nous pouvons démontrer

qu'il n'existe pas de vecteur d € R"tel que

Vf,.(x*)Tdso ie A(x") (5.6)

v (x') d<0

7 . . *k
ne l'est pas nécessairement pour toute solution locale x de tout

probleme tel que l'illustre I'exemple suivant..



Min f(x,x,

(xl—l) +x, <0
—x;, <0

f3(x1,x2) —x, < 0.

L'ensemble des solutions réalisables de ce probleme est

(x5, x,) =—
Sujeta f;(x,x,)
2 (x,%)

9-x2

Rel

représentée par la region en-dessous de la courbe de f; (x;, x, )
au-dessus de l'axe des x; et a droite de l'axe des x,.

Xo




Min f(x,x,

(xl—l) +x, <0
—x;, <0

f3(x1,x2) —x, < 0.

L'ensemble des solutions réalisables de ce probleme est

(x5, x,) =—
Sujeta f;(x,x,)
2 (x,%)

9-x2

Rel

représentée par la region en-dessous de la courbe de f; (x;, x, )

au-dessus de l'axe des x; et a droite de l'axe des x,.
Xy Il est facile de vérifier que

* T .
x =[L,0] est une solution

optimale globale de ce probleme.

De plus A(x*):{lﬁ}.







Or Vf (") =[-10]",
v, (x) = [(xl—l) }etVfl(x*):[O,l]T

Vi (x")=[0.-1]"

N—

On aimerait que le systeme

N

Vf(x') d <0
AT

VA (x") d <0

Vf3(x*)Td <0

possede une solution d




Ainsi le systeme

Vf(x') d=—d, <0

VA (x') d=d, <0

VE (x) d=-d, <0

possede une solution d =[1,0].

Notons qu'au point x la direction d = [1, O]
pointe directement a l'extérieur du domaine réalisable.
Nous allons donc imposer certaines

restrictions sur les contraintes des

problemes considérés pour €liminer

d
»—de telles situations.



Restrictions sur les fonctions de contraintes de
Kuhn-Tucker

Notation: R dénote le domaine réalisable du probleme (5.2)

SR={xe R:3i,1<i<m, tel que f,(x)=0}.

Définition. Etant donné un point x € SR, fi» .-, f, satisfont les restrictions

sur les fonctions de contraintes au point x si pour tout vecteur d solution du
< —\T . — . . . . ops .

systtme Vf, (x) d <0, ie A(X), il existe une fonction différentiable

:|0,1] = R tel que a(0)=xeta’(0)= od.o>0.



Notation: R dénote le domaine réalisable du probleme (5.2)

5ﬁ:{xe R:3i,1<i<m, tel quef (x):()}.

Définition. Etant donné un point x € 5I~€, fi» --. ,f, satistont les restrictions

sur les fonctions de contraintes au point x si pour tout vecteur d solution du
< —\T . — . . . . ;s .

systeme Vf, (x) d <0, ie A(X), il existe une fonction différentiable

:[0,1] = R tel que &(0) =% et & (0) = 6d,0 > 0.

Dans l'exemple précédent, les contraintes f,, f,, f;
ne satisfont pas les restrictions sur les fonctions de

X, contraintes au point x € JR.
En effet, il n'existe pas de fonction
différentiable & prenant ses valeurs

dans R dont la pente a 0 est un
multiple positif de d, puisque d pointe

a l'extérieur de R.




Définition. Etant donné un point X € OR, f,, ... , f,, satistont les restrictions

sur les fonctions de contraintes au point x si pour tout vecteur d solution du
. —\T . N e : cors s

systeme Vf, (x) d<0, ie A(x ) , 11 existe une fonction différentiable

a:[0,1] = R tel que (0) = et &’ (0) = 6d,0 > 0.

Interprétation géométrique.

3
a(6)=x+6d
a(0)=x
a' (0)=d




Définition. Etant donné un point x € 5R, fi» --- . f, satisfont les restrictions

sur les fonctions de contraintes au point x si pour tout vecteur d solution du
N —\T . — . . . .« ~ps .

systtme Vf, (x) d <0, ie A(X), il existe une fonction différentiable

a:[0,1] > R tel que a(0)=xet &'(0)= cd.c>0.

Interprétation
s 02 < . . . —\T
Se référant a la notion de direction de descente, lorque Vf, (x) d < 0, alors pour

un faible déplacement 7 > 0 dans la direction d, f, (x +7d ) < f; (x) = 0. Ainsi, ce

déplacement nous garde dans le domaine réalisable par rapport a cette contrainte.
Les restrictions sur les fonctions de contraintes prolongent en quelque sorte cette

propriét€ méme si Vf, (E)T d =0 puisque la fonction & prend ses valeurs dans le

domaine réalisable R.



Théoreme 5.8: (Nécessité des conditions K-K-T) Soit x' € X une solution
optimale locale du probleme (5.2) ou X est ouvert. Supposons de plus que

. % ~ . o« e .
six € OR ,alorsf,,..., f, satisfont les restrictions sur les fonctions
. . * . . . .
de contraintes au point x . Alors il existe un vecteur de multiplicateurs

/I*z[/?.l*,...,ﬂ;] >0 tel que

Min f(x)
m Sujeta £ (x)<0 i=1,..., m
VF (x")+ ) AV (x7) =0 RO
i=1
Af(x)=0 i=L..m.

Preuve. Si x” est un point intérieur du domaine réalisable R (i.e., f: (x*) <0

pour tout i), il suffit de prendre ' = 0 pour tout i =1,...,m.

cas si Vf (x*) prenait une valeur différente de 0, il suffirait
direction d = -Vf (x*) qui serait une direction de descente de f a x . Ainsi,
il existerait un 7>0 suffisemment petit pour que (x* +7d ) € B, (x* ) N R avec

f (x* +7d ) <f (x* ), une contradiction.



Soit x” € SR .
HYPOTHESE A VERIFIER : Supposons que nous pouvons démontrer
qu'il n'existe pas de vecteur d € R"tel que

Vi (x') d<0 ie A(x') (5.6)
vf(x) d<0

est effectivement vérifiée sous les hypotheses du théoreme. En effet, pour

fin de contradiction, supposons qu'un tel vecteur d existerait. Puisque
fi»---, f,, satisfont les restrictions sur les fonctions de contraintes au point

*

x , alors il existe une fontion différentiable ¢ :[0,1] — R telle que a(0)=x

et 0/(0) = Gc?,c)' > (. Mais ainsi, lmf(x%’cé)—f(ﬂ Vi (x) d
0))-f(x ;
i POV Gy o) ovr () <o
6—0 6

ce qui implique l'existence d'un Oe [O, 1] assez petit pour que a(é) € B, (x*)

tel que f (0{ (é)) <f (x*), une contradiction puisque & (é) € R.

Le reste de la preuve se fait comme précédemment lorsque nous supposions que
I'hypothese €tait vérifice.



Conditions K-K-T pour la programmation linéaire

Conditions K-K-T <> résultats de dualité et d'€carts complémentaires.

Pour la programmation linéaire,

—conditions K-K-T sont suffisantes puisque les fonctions lin€aires sont
convexes.

—conditions K-K-T sont nécessaires parce que les fonctions lin€aires
satisfont toujours les restrictions sur les fonctions de contraintes.

Soit le probleme de programmation lin€aire suivant:

n

Min E CiX;

J=1
n

Sujet a Zaiij.Zbi i=1....m

J=1



Soit le probleme de programmation linéaire suivant:

n

Min E C;X;

J=1
n

Sujeta Y ayx;=b  i=1l,...

j=1

Ce probleme s'écrit également

n

Min E C;X;

j=1
n
Sujet a —Zaljxj+bl.SO i=1,....m
j=1

— <
xj_O

j=1...,n.

Associons un multiplicateur 4 a chacune des m premieres contraintes et un
multiplicateur 4, . a chacune des n dernicres contraintes.



n

Min E C;X;

j=1

Sujeta —» ax;+b<0  i=l...m
j=1
—ijO j=1...,n

Associons un multiplicateur 4. a chacune des m premieres contraintes et un

multiplicateur 4, , . a chacune des n derniéres contraintes.

Les conditions K-K- T s'écrivent comme suit: Z 2V (x

af +Zm: af i /

J i=m+1

n

A=Y agx,+b (=0 i=1,...

Jj=1

Aej(=%,)=0 j=1...

—Zaljxj +b. <0 i=1,...

—Zﬁay A, =0 j=1..



n

Primal Min chxj

=1
Sujet a Zal.jijbl. 1=1,....m
j=1
ijO j=1...,n
Conditions K-K-T
cj—z&al.j—ﬂmﬂzo j=L...,n
i=1
&{—Zaijxj+biJ=O i=1,...,m
j=1
/1m+j(—x])=0 j=L...,n
—Zaijxj+biﬁ0 i=1,....m
j=1
—x].SO j=1...,n
A 20 i=1,....m+n

Dual Max Zbi Az
i=1



Considérons maintenant le probleme dual:

Primal Min chxj Dual Max Zbi Az
i=1

J=1
n

Sujet a Zaljijbi 1=1,....,m Sujet a ZaijyiSc. j=L....n

xj20 j=1...,n y, 20 i=1,...,m.
Conditions K-K-T Le Vecteur[ﬂl e, /lm] est solution
c _iﬂvalj Ay =0 j=l...n réalis:ble pour le dual: pourj =1,...,n
i=1
) ~ CJ—Z&aU A =0
A —Zaijxj+bl. =0 i=1...,m -l
j=1 c; —Z/liaij =4 20
ﬂmﬂ. (—xj)zo i=1
- <
—Zaijxj+bi <0 Zlﬂ”'aif =
/= D_eplus
—x.<
x;<0 A 20 i=1,....m
A 20




Considérons maintenant le probleme dual:

n

Primal Min chxj Dual Max Zbi Y,

j=1 i=1

n

Sujet a Zaljijbi 1=1,....m Sujet a Zaijyiﬁc. Jj=1L...

j=1 i=1
Conditions K-K-T

C; —Zﬂiaij A ; =0 j=1...n
i=1



Considérons maintenant le probleme dual:

n

Primal Min Zc X

j=1
Sujeta Y a;x;2b i=L...m  Sujeta » a;y,Sc; j=l...n
j=1 i=1
xj20 j=1...,n y, 20 i=1,...,m.
Conditions K-K-T Le Vecteur[/ﬂ, e /’Lm] est solution
_ . timal le dual: =1,...,
Cj_z/liaij _ﬂ“m-l-j _ i=1,...n optimale pour le dual: pour j n
i=1

Jj=1

&(—Zaljxj "‘b,}:() i=1,...,m
—

Dual Max Zbi Az

A (_xj) =0

X; (cj —Z/lialj —/lmﬂJ =0

CiX, —Z/layx] —Zmﬂ =




Considérons maintenant le probleme dual:

Primal Min Zc X Dual Max Zbi Y,
j=1 =
Sujet a Zaiij.Zbi i=1,...,m Sujet a ZaijyiScj j=1...,n
j=1 i=1
y xj20 j=1...,n y, 20 i=1,...,m.
Conditions K-K-T Le vecteur| 4,,..., 4, | est solution
c, _Zm: ha, A, =0 j=l...n optimale pour le dual:
' Zc X; —Zz/lal] X;

j=1 i=l

&L_Zaijxj_'_bijzo i=1,....,m Pourl—l,...,m
j=I \ )
lmﬂ.(—xj):O j=1,...,n /@L—Zayxj+bij:()

j=1

- > a.x.+b <0 i=1...,m Ab = A Y a4.x.
Zl 7 i zz ij7vj

/7220 j=1,:::,m+n ;/?“ibi ZZ/IGU A

i=l j=1




Considérons maintenant le probleme dual:

n

Primal Min chxj

j=1
Sujet a Zaijijbi 1=1,....,m
j=1
x]ZO j=1...,n
Conditions K-K-T
cj—z&aij—/lmﬂ: j=L...,n
i=1
&[—Zaljxj+biJ=0 i=1,...,m
j=1
/1m+j(—xj)=0 j=1...,n
—Zaijxj+biSO i=1,....m
—ijO j=1...,n
/1].20 =1,....m+n

Dual Max Zbi Az

i=1
m

Sujet a Zaijyi <c;, j=L...,n

i=1

y, 20 i=1,..

., M.

Le vecteur| 4, ...
optimale pour le dual:

Zc X, _ZZMU X,

j=1 i=1

305 St
=1 j=

Par conséquent

ancjxj =i Ab
=1 i=1

et le résultat découle du théoreme

,A,, | est solution

de dualité faible.




Considérons maintenant le probleme dual:

n

Primal Min chxj Dual Max Zbi Y,
i=1

J=1
n

Sujet a Zalij.Zbl. 1=1,....m Sujet a Zaijyiﬁc. Jj=1L...

ijO j=1...,n yv.20 i=1,...

Conditions K-K-T

C; —Zﬂial.j A, =0 j=1...n
i=l1



Considérons maintenant le probleme dual:

Primal Min chxj

J=1
n

Sujet a Zaijijbi 1=1,....m
j=1
ijO j=1...,n
Conditions K-K-T
Cj_z/liaij_/lm+j: J=loon—
i=1
/@{-Zaljxj+biJ=O i=1,....,m
j=1
/1m+j(—xj)=0 j=1,...,n
—Zaijxj+biSO i=1,....m
j=1
-x;=0 j=L...,n
ﬂj >0 =1,....m+n

Dual Max Zbi Az

Sujet a Zaijyi <c; j=1...

)
i=1
y, 20 i=1,...,m.
Pourj=1,...,n
Cj_zﬂiaij_ﬂm+j:0
=1

( m
X; cj—z/’tiaij—/lmﬂ =0

\

m

Pourz—l,...,

/ll[ Zn:ax +b,

j=1

]=o

x| c —Z/’tlal]j—xj/imﬂ 0.




