Dualité lagrangienne



Probleme dual lagrangien

Considérons le probleme de programmation mathématique suivant

Primal Min f(x)
Sujet a ﬁ(x)SO i=1,....m
xe XCR".



Définition. Le probleme dual lagrangien associé au probleme primal
relativement aux contraintes f, (x) <0 i=1,...,m, s'écrit

Dual MaX{Inf{f (x)""i;tlfl (x)}}

A>0 xeX

La fonction économique du dual
g(A)=tnf {7 (x)+ S 41, (x)}
Ie {/Ie R":A ZO} pour

est une fonction concave sur l'e
toutes fonctions f et f.

Soilent AC R" €
be B, h(a,b)

C R". S1 A est convexe et s1 pour toute valeur
: AXB — R' est convexe sur A, démontrer que

beB

l'ensemble A = {a e A:l(a)=Sup{h(a,b)}< oo} est convexe

et que [ est convexe sur A .




La valeur optimale du probleme
Primal Min f (x)
Sujet a fl.(x)SO i=1,....m

xe X CR'
est le infimum de la fonctlon f (x) sur l'ensemble
{xe X:f(x)<0 m}

La valeur optimale du probleme

Dual I\QIEE})X{IXIQ;{J”(X)JF%/M (x)}}

est le supremum de la fonction g (4)=1Inf {f (X)+2Af (x)}
xe X i=1
sur I'ensemble {ﬂe R": A2 O}.

Par convention, le infimum (supremum) d'une fonction sur un
ensemble vide est égal & oo (—oo).



Primal Min f ( x)
Quelques définitions Sujeta f(x)<0 i=l,...,

xe X CR".

Définition. Une paire (x*,/l*) de points satisfait les conditions

d'optimalité pour le probleéme primal s1

i)x est un minimum global de f (x)+)_ 4 f;(x) sur X
i=1

1) i/li*fi(x*):O
i=1
111) f, (x*)SO, i=1,....,m

Note. Similarit€ avec le théoreme d'optimalité basé sur les
multiplicateurs de Lagrange.



Définition. Une paire (x*,/i*) de points satisfait les conditions

d'optimalité pour le probleme primal s1

i)x est un minimum global de f (x)+)_ 4 f;(x) sur X

11) 2/1 Ji ( ): e Sujl\e/ltlg1 ff(( ))<0 i=1,...,m

xe X C R
111)f( )S i=1,....m

iv) /ll <0,i=1,...,m.

Définition. A" est dénoté un vecteur de multiplicateurs optimaux
pour le primal s'il existe un x tel que le couple (x*,/i*) satisfait

les conditions d'optimalité pour le primal.



Définition. La fonction de perturbation v associée au probleme

primal est définie sur R™ de la fagon suivante:
v(y) =£2)f({f(x) fi(x) Ly, i =1,...,m}.

Primal

Min  f(x)
Sujet a ﬁ(x)SO =1
xe X CcR".

ooooo

Définition. Le probléme primal est stable si v(0) prend une valeur

finie et sl existe un scalaire M > 0 tel que pour tout y #0

v(0)-v(y)

5]

<M.




Définition. Le probléme primal est stable si v(0) prend une valeur
finie et sl existe un scalaire M > 0O tel que pour tout y # 0

(0-0)
|5

Définition équivalente. Le probléeme primal est stable si v(0) prend

une valeur finie et si la fonction v ne décoit pas tres brusquement
dans aucune direction de perturbation dans le voisinage de O;

1.e., pour tout y # 0
hm{V(O)—V(Hy)}OO

650 0|y
>0 Y




Définition. La fonction de perturbation v associée au probleme
primal est définie sur R™ de la fagon suivante:

v(y)=Inf{f (x): f;(x) S yini=L....m}.

Propriété. Si les fonctions f et f,,..., f,, sont convexes sur X
alors la fonction de perturbation v est aussi convexe sur R,

Démonstration. Il faut démontrer que pour toute paire de points

y.y e R",
v(@yl+(1—9)y2)S6’v(y1)+(1—6’)v(y2).
Or
V[Hyl+(1—6’)y2):E}f({f(x):fi(x)ﬁﬁyl+(1—6’)y12,z—1, ,m}
v[ 1)=)Cllrelg{f(x1):fi(xl)ﬁyll,izl, ,m}
2\ _ 2. > 2 .
)= B () 1) 7=



= Inf -« | S
xl,xzeX fi(¢9x1+(1—¢9)x2 ]

IA

Inf <
xl x2eX fl(Hx +(1 6 X2

<@y +(1-6)y’,i=1,...,m

puisque f est convexe sur X )

IA

xllagfex< Hfi(xl)+(1 H)fl(x )<<9yll+(1—9)yi2,i=1 ..... m

(puisque f; est convexe sur X, alors

fi(0x' +(1-6)x7 ) <0, (x')+(1-6) £, (x7) <Oy} +(1-6) y;



V(Hyl+(1—9)y2):In)1§{f(x):fi(x)S@yil-l—(l—@)yiz,i:l ..... m}

Of (x)+(1-6) £ (x):
< Inf A«
o xlex \ of, (x1)+(1—<9)fi(x2)S6’yil+(1—9)yi2,i=1 ..... m

puisque f, est convexe sur X, alors
fi(0x' +(1-6)x7 ) <o, (x')+(1-6) £, (x7) <Oy} +(1-6) ¥;
S <¢9f(x1)+(1—¢9)f(x2): |

il xPex \ fi(xl)Syi1 etfi(xz)yiz,izl ..... m

puisque pour i =1,...m
{xl,xze X :fi(xl)S y, et fl.(xz)Syiz}c



< Inf <

xl,xzeX fl (
\§

SHIlnf{f(xl):fi(xl)Syil,izl ..... mi+
(I—H)XIZI;fX f(xz):fi()c)ﬁyi2 1=1,..., m}



Définition: Soient une fonction convexe ¢: X — R' ou X < R” et un point

x € X ou f prend une valeur finie. Un vecteur ¥ € R" est un sous-gradient
de ¢ a x sipour tout xe X

¢(x)2¢(x)+7" (x=x)

AT DD PUBIOE Feif st i ieeptinhlin oeapeiay 583tim

%uéliﬂue sous-gradient et par conséquent 1'unique élément de 0 (x :



Théoremes de dualité

Pour le premier théoreme de dualité faible, nous n'avons pas
besoin d'hypotheses particulieres sur X, ni sur les fonctions

fetf,i=1..m

Théoreme de dualite faible. S1 x est une solution réalisable du
primal et 4 une solution réalisable du dual, alors f (X) > g (4).

m

Preuve. Considérons la quantité f (x)+ Y 4 f; (X).

l

D'une part,

puisque f; (X¥)<0et 4 >0,i=1,...,m.



Théoreme de dualite faible. S1 x est une solution réalisable du
primal et A une solution réalisable du dual, alors f (_) >g(4).

Preuve. Considérons la quantité f —|— Z A f

D'une part,

puisque f, (X)<0et 4 >0,i=1,...,m.

D'autre part,

g(1)=gg§{f(x)+iz,ﬁ<x)}sf(»—c>+zz,-ﬁ.(rc)

puisque x € X.

Donc



Pour les prochains théoremes nous avons besoin de I'hypothese
de convexité des fonctions f etf,,i=1,...,m, sur X convexe.

Théoreme. Supposons que le probleme primal possede une solution

optimale, que X est convexe et que f et f.,i =1,...,m, sont convexes.

Alors

1) 1l existe un vecteur de multiplicateurs optimaux pour le primal
s1 et seulement si1 le probleme primal est stable;

ii) A est un vecteur de multiplicateurs optimaux pour le probleme
primal si et seulement si — A est un sous-gradient de la fonction
de perturbation v au point y = 0.

Remarques. Dans 1), la stabilité joue un role quelque peu similaire
a celui des restrictions sur les fonctions de contraintes dans les
conditions d'optimalité de KK'T



1) 1l existe un vecteur de multiplicateurs optimaux pour le primal
s1 et seulement s1 le probleme primal est stable;

Remarques. Dans 1), la stabilit€ joue un role quelque peu similaire

a celui des restrictions sur les fonctions de contraintes dans les

conditions d'optimalité de KKT

Mais la stabilité est une condition nécessaire et suffisante pour
l'existence de multiplicateurs optimaux du primal alors que les
restrictions sur les fonctions de contraintes ne sont que suffisantes
pour les conditions d'optimalité de KKT.

Les restrictions sur les fonctions de contraintes ne font pas intervenir
directement la fonction économique alors que la stabilité est définie

a partir de la fonction de perturbation v qui fait intervenir directement
la fonction économique.



1) 1l existe un vecteur de multiplicateurs optimaux pour le primal
s1 et seulement si1 le probleme primal est stable;

Remarques.

Certains problémes sont stables méme si les restrictions sur les

fonctions de contraintes ne sont pas satisfaites. C'est le cas pour

les problemes ou la fonction économique est constante.

De méme, certains problemes sont instables méme si les restrictions
sur les fonctions de contraintes sont satisfaites. Par exemple, dans le
probleme suivant

Min f(x)=—x
Sujeta f;(x)=x<0
xe X :{xe R! :xZO},

les contraintes étant linéaires, les restrictions sur les fonctions de
contraintes sont satisfaites. Mais le probleme est instable puisque

v(0)-v(y) O=(=¥)
¥ Iy

tend vers oo lorsque y > 0 est suffisamment pres de O.




Théoreme. Supposons que le probleme primal possede une solution

optimale, que X est convexe et que f etf.,i =1,...,m,sont convexes.

Alors

1) 1l existe un vecteur de multiplicateurs optimaux pour le primal
s1 et seulement si le probleme primal est stable;

ii) A est un vecteur de multiplicateurs optimaux pour le probleme
primal si et seulement si — A est un sous-gradient de la fonction
de perturbation v au point y = 0.

11) et analyse de sensitivité.

Soit A un vecteur de multiplicateurs optimaux. Considérons le
probleme perturbé

(1) v(@y)=Min f(x)
Sujeta f,(x)<8y, i=1,...,m
xe X.



i1) A est un vecteur de multiplicateurs optimaux pour le probleme
primal si et seulement si — A est un sous-gradient de la fonction
de perturbation v au point y = 0.

11) et analyse de sensitivité.

Soit A un vecteur de multiplicateurs optimaux. Considérons le
probleme perturbé

(1) v(@y)=Min f(x)
Sujeta f,(x)<8y, i=1,...,m
xe X.

Puisqu'alors — A" est un sous-gradient de la fonction de perturbation
v a0, 1l s'ensuit que

v(0y)2v(0)+(-2") (6y—0)=v(0)-62"y.

) . : :
Ainsi, v(0)—64 " y est une borne inférieure sur la valeur optimal du
probleme (1).



11) et analyse de sensitivité.
(1) v(€y)=Min f(x)
Sujeta f,(x)<Oy, i=1,...,m
xe X.

Puisqu'alors —A" est un sous-gradient de la fonction de perturbation
v a0, 1l s'ensuit que

v(0y)2v(0)+(-2") (6y-0)=v(0)-62"y.

Egalement, si 6 > 0, alors
v(6y)-v(0)
0

> 2" y=3 -1,
i=1

Ny
et ainsi — A4 y est une borne inférieure sur la dérivée a droite
dev(€y) a6=0;ie.,
o"v(6 Oy)—v(0
v(8y)_ . v(6y)-v(0)
06 6—0 @

>0

> 2T y=Y Ay,
i=1



11) et analyse de sensitivité.
(1) v(€y)=Min f(x)
Sujeta f,(x)<Oy, i=1,...,m
xe X.

Puisqu'alors — A" est un sous-gradient de la fonction de perturbation
v a0, 1l s'ensuit que

v(0y)2v(0)+(-2") (6y-0)=v(0)-62"y.

Egalement, s1 @>0, alors

av(8y) . v(€y)-v(0) (T mo
=1 >—A y=>» -4y
T y z, 37

Ainsi, — A est une borne inférieure sur le taux marginal de variation
de la valeur optimal du primal relativement a une augmentation de

.ieme

la valeur du terme de droite de la 7 contrainte.



Théoreme de dualité forte. S1 le probleme primal est stable,
X estconvexeet f etf,,i=1,...,m,sont convexes sur X, alors

1) le probleme dual possede une solution optimale;
11) la valeur optimale du probleme primal est égale a celle du
probleme dual;

iii) A" est une solution optimale du probleme dual si et seulement
si —A  est un sous-gradient de la fonction de perturbation v
du probleme primal a y = 0;

iv) si A~ est une solution optimale du probléme dual, alors x* est
une solution optimale du probleme primal si et seulement si

(x*,/l*) satisfait les conditions d'optimalité.



Interprétation géométrique

Considérons le probleme primal suivant comportant une seule
variable et une seule contrainte pour faciliter la présentation

Min f(x)
Sujeta f,(x)<0

xe R,



Primal

Sujeta f;(x)<0

Min f(x)

xe R

Dual

Max

tax] 1 {7 (x) 427 ()}

Fz{(zl,zz)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

Illustration de I'" dans la figure suivante:

I

<p
P
.\

Pour résoudre le probléme primal,
il suffit de trouver le point de I" qui
minimise la composante z, sujet a
la contrainte que z; <0.

Sur la figure, le point

P=(£(x).f(x))

<

1

a l'intersection de la courbe I et de
l'axe des z, est associ€ a la solution
optimale Xx.




Primal  Min f(x) Dual

Sujeta f;(x)<0 1\2[221())({

Inf { £ (x)+ fl(x)}}

xeR1
1
XE€ R

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

Illustration de I'" dans la figure suivante:

Pour résoudre le probleme dual,
nous le formulons en termes des
variables z; et z, :

Max{( Inf {zz+/1zl}}.

A>0 | (z1.22)el

I

Considérons la minimisation
Interne

Mi Az b,
(Zl,zzlgér{zz"‘ 2}

Mais z, + Az, est la valeur de
l'ordonnée a l'origine de la droite
de pente — A.

<p
P
.\

{1




Primal  Min f(x) Dual

Sujeta f;(x)<0 1\2[221())({

nﬁ{f(xy+zﬁ(x»}

xeR1
1
XE€ R

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

Illustration de I'" dans la figure suivante: Considérons la minimisation
interne
I

Min {z,+Az .
(zl,zz)ef{z N

l'ordonnée a l'origine de la droite
de pente — A.

Pour résoudre le probleme de

| |minimisation interne, 1l suffit de
déterminer la droite de pente — A
ayant la plus petite ordonnée a
l'origine et ayant une intersection
avec l'ensemble I'.

%
- ———  |Mais z, + Az, est la valeur de
P
.\
<




Primal  Min f(x)
Sujet 2 f,(x) <0

xe R

Max {gllg{f (x)+Af, (X)}}

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

Illustration de I'" dans la figure suivante:

I

\

Considérons la minimisation
interne

Min {z,+Az .
(zl,zz)ef{z N

Mais z, + Az, est la valeur de
l'ordonnée a l'origine de la droite

de pente — A.

<p

P
\\
Z

Pour résoudre le probleme de
minimisation interne, il suffit de
déterminer la droite de pente — A
ayant la plus petite ordonnée a
l'origine et ayant une intersection
avec l'ensemble I'.




Primal  Min f(x)
Sujet 2 f,(x) <0

xe R

Dual

Max {gllg{f (x)+Af, (X)}}

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

Illustration de I'" dans la figure suivante:

I

\

<n

Considérons la minimisation
interne

Min {z,+Az .
(zl,zz)ef{z N

Mais z, + Az, est la valeur de
l'ordonnée a l'origine de la droite

de pente — A.

Pour résoudre le probleme de
minimisation interne, il suffit de
déterminer la droite de pente — A
ayant la plus petite ordonnée a
l'origine et ayant une intersection
avec l'ensemble I'.




Primal  Min f(x) Dual

Sujeta f;(x)<0 Max

xe R

{g}g{f(X)Mﬁ(X)}}

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

Illustration de I'" dans la figure suivante:

Pour résoudre le probleme dual,
formulé en termes des
varlables z; et z, :
Max<{ Inf {z,+Az t+,
A>0 {(zl,zz)el“{ 2 1}
1l suffit de déterminer la valeur

A de A >0 correspondant au
négatif de la pente de la droite
tangente a I ayant le plus grand
ordonné a l'origine.




Primal  Min f(x) Dual
Sujet 2 f,(x) <0

xe R

Max
>0

{Inf{f(x)+lfl(x)}}

XE R1

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

[llustration de I'" dans la figure suivante:

%)

La fonction de perturbation v( y)
est définie
v(y)=Min f(x)
Sujet 2 f;(x) <y
xe R
et en termes de z, et z,
v(y)=Min z,
Sujeta z; <y
(21,2) €T
Donc dans cet exemple, v(y) et
I" sont identique.




Primal  Min f(x) Dual
Sujet 2 f,(x) <0

xe R

Max
>0

{Inf{f(x)+/1fl(x)}}

XE R1

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

[llustration de I'" dans la figure suivante:

%)

La fonction de perturbation v( y)
est définie
v(y)=Min f(x)
Sujet 2 f;(x) <y
xe R
et en termes de z, et z,
v(y)=Min z,
Sujeta z; <y
(21,2) €T
Donc dans cet exemple, v(y) et
I" sont identique.




Primal  Min f(x)
Sujet 2 f,(x) <0

xe R

Dual
Max {gl{f (x)+ 41 (X)}}

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

[llustration de I'" dans la figure suivante:

%)

Le probleme est stable puisque
la valeur de v(y) ne décoit pas

tres brusquement lorsque y
s'€loigne de 0.




Primal  Min f(x) Dual
Sujet 2 f,(x) <0 Max{lnf{f )+ Af; (x )}}

A20 XE R

xe R

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

Illustration de I'" dans la figure suivante:

Il est facile de voir que — A4, la
pente de la tangente a I (i.e., a

v) au point P est un sous-gradient
dev a0.

Le théoreme de dualité forte
s'applique.

I

<o
P
'¥

{1




Primal  Min f(x) Dual
Sujeta f,(x)<0 Ag)x{gfl{f (x)+ }“fl(x)}}
xe R

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

Illustration de I'" dans la figure suivante: _
Pour résoudre le probleme primal,

il suffit de trouver le point de I" qui
minimise la composante z, sujet a
/ la contrainte que z; <0.

<n

_ Sur la figure, le point
P=(£(%).f(¥))
Zi|esttel que z, = f,(x) <0

et la valeur optimale Z, = f (X)
est indiquée sur l'axe des z,.




Primal  Min f(x) Dual

Sujeta f;(x)<0 1\//11210)({

Inf { £ (x)+ 4 fl(x)}}

xeR1
1
XE€ R

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

[Mustration de I dans la figure suivante: Pour résoudre le probléme dual,

| 25 formulé en termes des
variables z; et z, :

/ Max{ Inf {z, +/1z1}},

A20 | (z1.20)eT
P 1l suffit de déterminer la valeur

N
(V]

_7-0 ) A de A =0 correspondant au
négatif de la pente de la droite
tangente a I ayant le plus grand
ordonné a l'origine.




Primal  Min f(x)
Sujet 2 f,(x) <0

xe R

Dual

MaX{Inf {f(x)+Af; (X)}}

A>0

XE R1

F={(zl,z2)e R’ :il existe un xe R' tel que z, = f,(x), 2, = f(x)}

Illustration de I'" dans la figure suivante:

%)

La fonction de perturbation v ( y)
est définie
v(y) =Min f (x)
Sujeta f;(x)<y

xe R'
et en termes de z; et z,
v(y)=Min z,

Sujeta z, <y
(z,2,)eT.




Le saut de dualité

Pour illustrer le saut de dualité nous utilisons le probleme de
programmation lin€aire mixte suivant
Min  ¢x +cyx, + 03,
Sujeta ax; +a,x,+a;x;2b = b—ax —a,x, —ax; <0
x,20,x,20, x;=0o0ul.
Associons a ce probleme les ensembles suivants:



Min ¢x +cyx, + 03,
Sujeta  ax, +a,x, ta;x; 2b = b—ax —a,x,—a;x; <0
x20,x,20, x3=0o0ul.
Associons a ce probleme les ensembles suivants:
en fixant x; =1

I = {(zl, z,)€ R* :il existe x;, X%, 20 tel que z,=c,x;+c,x,+c; etz =b—ax; —a,x, —ag}




Min ¢ x; +c,x, + 3%
Sujeta  ax;+a,x, +asx;2b = b—ax;—a,x, —a;x; <0
x,20,x,20, x;,=0o0ul.
Associons a ce probleme les ensembles suivants:
en fixant x; =1

en fixant x; =0
I, = {(zl, z,)€ R? :il existe X, %, 20 tel que z,=c x;+c,x, etz; =b—a;x, — a2x2}
r'=r,Ur,

%)

Pour résoudre le probleme primal,
A . il suffit de trouver le point de I" qui
minimise la composante z, sujet a

Valeuroptimale| 115 contrainte que z; <0.
/ du primal

U Sur la figure, le point est noté

- P=(£(x)./(%)).

|




Min c¢x; +cyx, + 03

x20,x,20, x3=0o0u 1.
Associons a ce probleme les ensembles suivants:
en fixant x; =1

[, = {(zl, z,)€ R :il existe x;,x, > 0 tel que z,=c,x,+c,x,+¢c; et 7, =b—a,x, — a,x, —a3}

en fixant x; =0

I', = {(zl, z,)€ R* :il existe X, %, 20 tel que z,=c,x,+c,x, et z; =b—a;x, — azxz}

=T, Ur,

%)

Pour résoudre le probleme dual,
formulé en termes des
variables z; et z, :

M Inf +A ,
ﬂg)x (zl,?z)el“{zz Zl}

il suffit de déterminer la valeur
A de A >0 correspondant au
négatif de la pente de la droite
tangente a I ayant le plus grand
ordonné a l'origine.




Min  ¢x; +¢x, + 35

x,20,x,

20, x;=0ou I.

Associons a ce probleme les ensembles suivants:

en fixant x; =1

I, = {(zl, z,)€ R :il existe x;, x, > 0 tel que z,=c, X, +¢, X, +¢; et 7, =b—a,x, — a, x, — a3}

en fixant x, =0

r,= {(zl, z,)€ R” :il existe x;, x, > 0 tel que z,=c,x,+¢,X, et z; =b—a,x, — azxz}
=, UL,

%)

r

Valeur optimale
du primal

Valeur optimale
du dual

Pour résoudre le probleme dual,
formulé en termes des
variables z; et z, :

1\’/1130)( {(Zggf)ef{zz A }} ,
il suffit de déterminer la valeur
A de A =0 correspondant au
négatif de la pente de la droite
tangente a I ayant le plus grand
ordonné a l'origine.

Il y a donc saut de dualité.




Min  ¢x; +¢x, + 35

x,20,x,20, x;=0ou I.
Associons a ce probleme les ensembles suivants:
en fixant x; =1

I :{(zl,zz)e R? :il existe x;, x, = 0 tel que z,=c,x, +c, X, +cy etz =b—a,x; —a,x, —a3}

en fixant x; =0

r=r,UrT,

La fonction de perturbation v ( y)
est définie
v(y) =Min f (x)
Sujeta f;(x)<y
xe R
et en termes de z; et z,
v(y)=Min z,
Sujeta z; <y
(z1,2,)eT.
Donc dans cet exemple, v(y)
est indiquée en vert.




Min c¢x +c,x, +03%5
Sujeta ax;+ayx, tax;2b = b—ax —a,x,
x,20,x,20, x;=0o0u I.
Associons a ce probleme les ensembles suivants:
en fixant x; =1

[, = {(zl, z,)€ R :il existe x;, x, > 0 tel que z,=c,x,+¢, X, +¢; et 7, =b—a,x, — a,x, —a3}

en fixant x, =0
I, = {(zl, z,)€ R* :il existe x;, x, > 0 tel que z,=c,X,+¢, X,
r=I,Ur,

La fonction de perturbation
n'est pas convexe. Ceci vient
du fait que les hypotheses de
convexité pour le probleme
primal ne sont pas vérifiées.
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