Chapitre 4

Langages réguliers et hors contexte



Alphabets et mots

Définition 4.1. Un alphabet est un ensemble fini et non vide de symboles. A



Exemples 4.2.

1 = {a,b,...,z}

Yo = {a,b}

Y3 = {0,1}

¥y = {0,1,...,9}

Ys = {4,0,0, 8}

Y6 = {0,1,...,9,+,—,*/,(,)}
>, = ASCII

Ys = ADN = {(ADENINE), (CYTOSINE), (GUANINE), (THYMINE)}



Définition 4.3. Un mot est une suite finie, possiblement vide, de symboles
appartenant a un alphabet. A

Exemple 4.4. abba est un mot sur l’alphabet {a, b}. A

Définition 4.5. La lettre grecque epsilon minuscule, ¢, dénote le mot vide, quel
que soit I’alphabet en usage. A



Définition 4.6. > est I’ensemble de tous les mots pouvant étre formés a partir
de 'alphabet . A

Remarque 4.7. On a toujours € € X%, quel que soit .. A



Exemples 4.8.

22 = {a,b}

Y5 = {e,a,b,aa, ab,ba,bb,aaa,aab,...}

Y3 = {0,1}

st = {e,0,1,00,01,10, 11,000,001, 010, ...}
26 — {07 1727374757 67778797 —|_7_7*7 /7 (7)}

(25 4 50) * 56
()25 + + + 6

NV Y



Définition 4.9. Soit w = wiws ... wE € X*, alors
w| = k.

L’entier k est la longueur du mot w, c’est-a-dire le nombre de symboles dans w.
A

Exemple 4.10.
lallo| = 4.



Définition 4.11. Soit w = wiws, ... w € X* et a € ¥, alors

Wy = #H{w; | w; = a},

c’est-a-dire le nombre d’occurrences du symbole a dans le mot w.

Exemples 4.12.

|yabadabadoo|, = 4 et lyabadabadool, = 2.



Définition 4.13. Soient
T=x1%2...T, €2 et y=1yys...y € X7,

alors
Ty =2T1T2..-TEY1Y2 ... Y

est la concaténation de x et y.

Remarque 4.14. w-¢ = w, quel que soit le mot w.

Exemples 4.15.

bon - jour = Dbonjour

bon-¢ = Dbon



Notations 4.16. Soient un mot w € X*, et un entier positif ¢, alors

w'=w-w---w,
A\
-

7

1 fois
et

w =¢£.

De plus, on omet souvent 'opérateur de concaténation :

TY =T - Y.



Notation 4.17. Soit un mot w € X*, alors w™ est le renversé de w, c’est-a-dire le
mot formé avec les symboles de w pris de droite a gauche. A



Définition 4.18. Soit <, une relation d’ordre sur I’alphabet . On appelle

ordre lexicographique la relation d’ordre suivante sur ¥* :
w| < |w'| = w<gsw

)

| = ||
w=z-a-y ,
w =x-b-z

a<sb

Exemple 4.19.

s = {o0,1}
>* = {g0,1,00,01,10, 11,000,001, 010, ...}



Définition 4.20. Un langage sur 'alphabet ¥ est un sous-ensemble de >*. A

Définition 4.21. On note {} ou () le langage vide, c’est-a-dire le langage qui ne
contient aucun mot. A

Remarque 4.22. ¢ & (). A



Exemples 4.23. Divers langages sur l'alphabet > = {a,b} :

Ly = {a,b,abba,abbb}

Ly = {w] |w|=2kkeN}
= {e,aa, ab,ba,bb, aaaa, aaab, aaba, aabb, ...}

= les mots qui contiennent un nombre pair de symboles

Ly = {w|w=aw, v eX*}
= {a,aa,ab, aaa, aab, aba, abb, aaaa, ...}

= les mots qui commencent par a



{w] |wla = |wlp}
{e, ab, ba, aabb, abab, abba, baab, baba, ...}

les mots qui contiennent autant de a que de b

{w ] |w|a — |w|, est un nombre premier}

{aaab,...,aabbabaaaaa,...}



Exemples 4.24. Divers langages sur ’alphabet > = ASCII :

L =

{w | w est une fonction syntaxiquement correcte
dans le langage de programmation Java
et cette fonction retourne toujours (TRUE) }

{w | w compile sans erreur en C++}

{w | w est un programme C++ qui écrit “Hello world !”'}



Exemples 4.25. Divers langages sur ’alphabet > = ADN :

Ly = {w|westlaséquence d'un géne bactérien}

Lip = {w]|westle génome d'un individu}



Opérations sur les langages ou sur les

"union
l'intersection

le complément

le produit cartésien

’'ensemble des parties

ensembles



Définition 4.26. L'union de deux langages L, et Ly :

L1UL2:{’UJ|’LU€L10UUJ€L2}.

Exemple 4.27. Soient
¥ ={a,b}etL; = {e,a,aa} et Ly = {a, bb},

alors
Ly ULy ={e,a,aa, bb}.



Définition 4.28. L'intersection de deux langages L; et Ly :

Llﬂng{w|w€L1etw€L2}.

Exemples 4.29. Soient
¥ ={a,blet L1 ={c,a,aa} et L, = {a,bb},
alors

Ll M L2 = {a},



Définition 4.30. Le complément d"un langage L sur 'alphabet X :

L={weX*|w¢gL}.

Exemple 4.31. Soit
> ={a,b}et L ={¢,a,aa},

alors
L = {b, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, baa, bba, ...}.



Définition 4.32. Le produit cartésien de deux ensembles A et 5 :

AxB={(z,y) |z Aetyc B).

Remarques 4.33. #(A X B) = (#A)(#B) et  Ax()=10.

Exemple 4.34. Soient
Y ={a,b}, L1 ={¢e,a,aa} et Ly = {a,bb},

alors
Ly x Ly ={(e,a),(e,bb), (a,a), (a,bb), (aa,a), (aa,bb)}.



Notation 4.35. Pour un ensemble A et un entier &£ > 2 :
A = AXAx - xA

k E(r)is

’ensemble des k-tuplets d’éléments de A.

Remarque 4.36. #(A*) = (#£A)".



Définition 4.37. L'ensemble des parties d'un ensemble A :

P(A) = {B|BC A

Remarque 4.38.
#P(A) = 27A,

Exemple 4.39. Soient
Y ={a,b} et L ={¢,a,aa},

alors

P(L) = {0,{e},{a},{aa}, {e, a},{¢, aa},{a, aa}, {¢, a, aa}}



Classe de langages

Définition 4.40. Une classe de langages est un ensemble de langages. A

La plupart du temps, on n’étudie que les classes qui sont associées a certains
modeles calculatoires.

Par exemple, “la classe des langages qui sont reconnus par un type de machine
ayant telles ressources et telles limitations...”



Définition 4.41. FINI désigne la classe de tous les langages finis, c’est-a-dire
I’ensemble des langages qui contiennent un nombre fini de mots. A



Exemples 4.42. Si

> = {a,b}
L = {abba,baba,c},
alors
L € FINI
® € FINI

* ¢ FINI



Définition 4.43. On désigne la classe de tous les langages par UNIVERS. A



Fermeture d'une classe de langages par
rapport a une opération

Définition 4.44. On dit qu'une classe est fermée par rapport a une opération,
ou fermée pour une opération, si le résultat de I’opération est toujours un
élément de la classe lorsque les opérandes sont pris dans la classe.



Théoréme 4.45. La classe FINI est fermée pour 1'union.

Preuve. Il suffit de voir que I'union de deux langages finis est un langage fini.
u



Théoreme 4.46. La classe FINI est fermée pour l'intersection.

Preuve. L'intersection de deux langages finis donne toujours un langage fini. &



Théoréme 4.47. La classe FINI n’est pas fermée pour l'opération complément.

Preuve. On a: () € FINI, mais ) = X* ¢ FINI. n

Remarque 4.48. Le complément d"un langage fini, quel qu’il soit, ne donne
jamais un langage fini. A



Résumé

Concept | Définition Peut étre Peut étre Exemple
vide ? infini ?

symbole — — — a

alphabet | ensemble non non {a, b, c}
de symboles

mot suite de oui non abaac
symboles (¢)

langage | ensemble oui oui {e, ba, bba,
de mots (D) bbba, ...}

classe ensemble oui oui (toutes les REG
de langages (inintéressant) intéressantes sont

infinies)




Automates

Définition 4.49. Un automate est un quintuplet (Q, 3, 6, qo, F') o1 :
e () est un ensemble fini d’états;

e X est un alphabet;

e 0 : Q XX — ( estlafonction de transition;

e ¢y € () estl’état initial;

o ' C () estl’ensemble états acceptants.



Exemple 4.50. Soit
M = (Q72757QO7F)

Q = {(=0),(=5),(=10),(=15), (= 20), (= 25)},
Xo= {(5),(10),(25)},

@0 = (=0),

Fo= {{z25},

et ou la fonction ¢ de transition est donnée par le diagramme de la figure 4.1.



Figure 4.1.

25
D
5
10 —15
25
25




Le langage
{p1-p2- o | B V(pi) > 25}

est I’ensemble des mots qui amenent I'automate M de son état initial a
I’état (> 25).



Définition 4.51. Soit M = (Q, X, 6, qo, F') un automate.

Une configuration de I'automate M est une paire (w, gl ottw € ¥*etqge Q. A



Définition 4.52. Soit M = (Q, X, 6, qo, F') un automate.
Sia € Yetd(qg,a)=q alors
[a "W, Q] = [’UJ, q/]

dénote une transition de I’automate M de la configuration [a - w, g] a la
configuration [w, ¢'].



Définition 4.53. Soit M = (Q, X, 6, qo, F') un automate.

Pourz € Y* etw € X%,

n

[z -w,q] - [w,q]

dénote n transitions successives amenant I’automate M de la configuration
[z - w, q] a la configuration |w, ¢'], et

[:E°w7Q] li [waq/]

indique que

T3

[CB ) waQ] [w7q,]

pour n = |x|.



Exemples 4.54.

{10)(5)(10), (=

(25)(10), (=

0)]

0)]

[(10), (= 25)]
e, (= 25)]

(5)(5), (= 9)]
(5), (= 10)]
£, (= 15)]




Définition 4.55. Soit M = (Q, X, 6, qo, F') un automate.

On dira que 'automate M accepte le mot w € ¥* si dq € I tel que

lw, qo] |j €, ql.



Définition 4.56. Soit M = (Q, X, 6, qo, F') un automate.

L’ensemble
L(M) ={w e X* | M accepte w}

est le langage reconnu par l'automate M.



Définition 4.57. Un langage K est régulier si il existe un automate M tel que
K =L(M). A



Définition 4.58. La classe des langages réguliers est notée par REG.



Exemple 4.59. Soit
M = (Q72757QO7F)

Q = {<0>7 <1>7 <2>}7

> = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9),
qo — <0>7
F = {<0>}7

et ou la fonction ¢ de transition est donnée par le diagramme de la figure 4.2.



Figure 4.2.

1,47




Exemple 4.60.

Donc 68725 ¢ L(M

).

68725, (0)]

T T 1T T T




Proposition 4.61. L'automate de I'exemple 4.59 reconnait le langage contenant
le mot vide et les chaines de chiffres décimaux qui forment un nombre
divisible par 3.

Preuve. L'inspection du diagramme de la fonction de transition 9, révele que
M accepte € de méme que les nombres dont la somme des chiffres est congrue
a 0 modulo 3.

Or, si le développement décimal de 'entier n est d;d;_1 ...dp, on a:
n=0 (mod 3)
& Zdj 10’ =0 (mod 3)
7=0

& d; =0 (mod 3) (car10’ =1)
j=0



Théoréme 4.62. La classe REG est fermée pour 'opération complément.
Preuve. Si K € REG, alors il est reconnu par un automate M.

Soit M’ I’automate construit comme M, mais ot les états acceptants et
non-acceptants ont été interchangés.

Alors M’ reconnait K. Donc K € REG et la classe est fermée pour 1'opération.



Figure 4.3.




Théoréme 4.63. La classe REG est fermée pour 'intersection.

Preuve. Soient K; € REG et K, € REG deux langages réguliers reconnus
respectivement par les automates M et My :

Ml — (Qh Ea 517 40,1, Fl)
M2 — (Q27 E) 527 q0,2, F2>

Considérons 'automate M suivant :

M = (Q1 x Q2, X, 0, (90,1,90,2), F1 x F3),

5(Q17 q2, CC) — (Q17 qg)

si, et seulement si

01(q1, ) = ¢} et 02(q2, ) = g5,

comme dans 1'exemple de la figure 4.4.



Figure 4.4.




Soit w € K1 N K>.

Alors w amene M; de gp 1 a un état final f; € F) et amene également M5 de
go,2 A f2 € F3.

Par construction, le mot w amene 1’automate M de (qo.1,902) a
(f1, f2) € F1 x Fy.

Par conséquent, M accepte w, et w € L(M).

Inversement, si f1 € F} ou fo & Fy, alors (f1, f2) & F1 x Fs, et M n’accepte
pas w.

Onadonc L(M) = K1 N Ky, et K1 N Ky € REG.



Théoréme 4.64. La classe REG est fermée pour 'union.

Preuve. Soient K; € REG et Ko € REG deux langages réguliers.

Ona:

KUKy = KN K.

Comme la classe REG est fermée pour le complément et I'intersection, par les

théoremes 4.62 et 4.63, alors les langages K, K2, K1 N K>, et enfin K; N K>
sont réguliers.

On a donc K7 U K5 € REG.



Théoréme 4.65.
FINI C REG

Preuve. Tout d’abord, il est facile de voir que ’automate

({ao}, X, 9, qo, 0)

d(qo,x) = qo, Vx e

reconnait le langage vide.



Ensuite, on remarque qu'un automate accepte le mot vide, si, et seulement si
son état initial est acceptant.

Nous allons maintenant considérer les langages finis, non vides, qui ne
contiennent pas le mot vide.



Soit L = {ws,...,w} un langage fini de k mots, k > 1, ¢ € L, avec

w1 = I11L1,2 --- X114
W2 = X21TL22 ... T2,
W — Tg1LE2 --- Tkl

oul; = \wz| et Tij € 2.

Soit

[ = max lz
1<:<k

la longueur maximale des mots de L.



Considérons I’'automate suivant :

M = (Q72757QO7F)

ou
Q = {(INT}UXUExZ)U--- U3t u {(PuiTs)}
g = (INIT)
F = {<$1,1 xl,g c. xl,l1>a <.CIZ‘2,1 $2,2 c. 3327l2>, P <ZIZ‘]€,1 xk’g c. xk,lk>}

et ou la fonction ¢ de transition est donnée par :



Vz, z1, z2, ..., 2] € X :

((INIT), z) = (z)
0({z122 ... 2n), 2) = (2122 ...2n%2), sih<l
0({z122 ... 21), z) = (PUITS)
s((Puits), z) = (PUITS)

comme dans l'exemple de la figure 4.5.



Figure 4.5.

¥ ={a, b} L =1{b, ab, aaa, bba} k=4 [=3




L’automate ainsi construit acceptera les mots du langage L et uniquement ces
mots-la.

Donc L € REG, et FINI C REG. |



Figure 4.6.

Hiérarchie

UNIVERS

REG




Pour prouver qu'un langage L est régulier

On peut...
e construire un automate qui reconnait L,
e utiliser les propriétés de fermeture de la classe REG,

e montrer que L est fini.



Théoréme 4.66 (lemme du pompiste). Soit L € REG. Il existe un entier p > 1 tel
que pour tout w € L avec |w| > p on peut écrire w = x - y - z ol

o |yl >0,
o |z-y|l <p,

o Vi>0:x-y"'-2¢€ L.



Preuve. Soit M = (Q, %, J, qo, F') un automate qui reconnait le langage L.
Choisissons p = #Q).

Soit w € L tel que |w| > p.

L’automate M va passer par au moins p + 1 états avant d’accepter w.

Par le principe du pigeonnier, il existe un état par lequel M va passer au moins
deux fois, parmi les p + 1 premiers états visités.

Soit r € () le premier état par lequel M passe deux fois.



Soit x la partie de w qui est lue entre 1’état initial gy et la premiere visite de r.
Soit y la partie de w lue entre les deux premieres visites de 1’état r.

Soit 2 la partie restante de w apres = - y. On a donc :

w o= x-Y-2,
ly| > 0,

comme illustré dans la figure 4.7.



Figure 4.7.




Il est maintenant clair que les mots suivants seront acceptés par M :

et donc tous ces mots appartiennent a L.



Pour prouver qu’un langage L
n’est pas régulier

On peut...
o utiliser les propriétés de fermeture de la classe REG,

e appliquer le lemme du pompiste.



Exemple 4.67. On sait que le langage

L={we{a,b}"| |w|, estpair}
est régulier parce qu'un automate qui le reconnait apparait a la figure 4.4.
Cet automate a 2 états.
Par la preuve du lemme du pompiste, on peut prendre p = 2.
Considérons le mot w = abb.

On abienw € Let |w| > p.



Choisissons la décomposition w = z - y - z ol

r = &,
Yy = 4q,
z = Dbb.

On a bien:

e |yl >0,

o |z-y| <p,

e bb, abb, aabb, aaabb, aaaabb, ... € L.



Théoreme 4.68. Le langage
L ={a"v" | n >0}
n’est pas régulier.

Preuve. Supposons au contraire que L € REG, afin d’arriver a une
contradiction.

Soit p > 1 tel que donné par le lemme du pompiste.
Considérons le mot w = aPb?.
Onabienw € L et |w| =2p > p.

Soientw =x-y-2, |yl >0, |z -y| < p, tels que donnés par le lemme du
pompiste.

Il est clair que y ne contient que des a.



Considérons i = 2 dans 'expression x - y° - 2.

Ce mot contient plus de a que de b, et donc z - y* - 2 € L, en contradiction avec
I’énoncé du lemme.

Donc L ¢ REG. H



Théoreme 4.69. Le langage
L ={we{a,bi" | Jwfa=|wl}
n’est pas régulier.

Preuve. Supposons au contraire que L € REG, afin d’arriver a une
contradiction.

Considérons le langage
R={a"" |k >0,l>0}.

Il est facile de voir que R € REG, car il est reconnu par "automate de la
figure 4.8.



Figure 4.8.




On adonc L N R € REG, par la fermeture de la classe REG par rapport a
'opération d’intersection (théoreme 4.63).

Mais L N R = {a"b" | n > 0} qui n’est pas régulier par le théoreme 4.68.

On a une contradiction et le théoréme est montré.



Grammaires hors contexte

Exemple 4.70.

PROGRAMME) — rogram(lD);
prog

(DECL)
(CORPS)
(DECL) — var(LISTE VAR)
(LISTE VAR) — (LISTE ID):(TYPE);
(LISTEID) — (ID)(AUTRES ID)
(AUTRESID) — ¢ | ,(ID)(AUTRES ID)



Définition 4.71. Une grammaire hors contexte (GHC) est un quadruplet
(V,X, R,S)ou:

e I/ est un ensemble fini de variables;

e X est un alphabet, c’est-a-dire un ensemble non vide et fini de symboles
appelés terminaux, VNYX =0);

e R est un ensemble fini de regles de la forme v — zouv e Vetz € (VUX)*;

e S € V estla variable initiale.



Exemple 4.72.

G=(V,X,R,S)
ou :
Vo = {5 X}
> = {a,b,c}

R = {§—=>8585|X|c, X —>aXb]|c}



Dérivation du mot cacb:

R

SS
cS
cX
caXb

cacb



Figure 4.9 (arbre de dérivation).

S / S\S
/N




Définition 4.73. Soit G = (V, %, R, S) une GHC et soient u, v, w € (V U X)*.
On dit que ©Av donne ou produit ou engendre uwv, noté
uAv = uwv,

siA— w €& R.

n . P
On note u = v si v donne v en n étapes :

U = U] = Uy = -+ = Uy = .

Aussi, u = v s’il existe unn > 0 tel que u = v.



Définition 4.74. Soit G = (V, X, R, S) une GHC.
LG)={weX*| S = w}

est le langage engendré par G.



Définition 4.75. Un langage L est hors contexte si il existe une GHC G telle
que L = L(G). A



Définition 4.76. La classe des langages hors contexte est notée HC.



Exemple 4.77. Soit G = ({S}, {a,b}, R, S) une GHC ou
R={S — aSb | ¢}.
Alors

L(G) = {e&,ab,aabb,aaabbb,...}
= {a"b" | n > 0}.

Dérivation du mot aaabbb :

aShb
aaSbb
aaaSbbb

R

aaabbb



Exemple 4.78. Soit G = (V, %, R, S) une GHC ou

V = {S M,N)
Y = {0,1,...,9,+,% ()}

(S = N|(S+S9) ]| (S*S)
R: 4N — 1M |2M| ... |9M
M = e|OM[1M]| ... |9M

La variable N donne les nombres :
N = 2M = 23M = 23.
La variable S donne des expressions arithmétiques :

S = (S+85) = (S+(S*S)) = (N+(N*N)) = (123 + (245 x 19))



Proposition 4.79. Soit G = ({S}, {a,b}, R, S) une GHC ou
R : S — aSb|bSa|SS |e,

et soit
L={w| |wla=|w},

alors
L(G) = L.



Preuve. Il est facile de voir que L(G) C L car toutes les regles de G produisent
un nombre égal de a et de b.

Il reste a montrer que L C L(G).
Soit w € L.

La preuve fonctionne par induction sur la longueur n = |w|.



Base de I'induction. Soit n = 0. Alors :

S = ¢

pr— w,

donc w € L(G).



Hypotheése d’induction. Pour n > 0, supposons que

*

VzeL/|zl<n : S = z

Pas d’induction. Remarquons que tous les mots de L ont un nombre pair de
symboles.

Considérons 4 cas pour w :



1. w = azb. Dans ce cas, on a la dérivation :

S = aSb
= azb (par hypotheése d’induction)

— w.



2. w=Dbza:

bSa

J= 4

bza (par hypothese d’induction)

— w.



3. w = aza. Dans ce cas, z contient deux b de plus que de a, et on peut donc le
décomposer en z = z; - 22, ou 27 et 25 contiennent chacun un b de plus que

de a. Dol ;

= 55

= az; S (caraz; € L etpar hypothése d’induction)
= azjzea (car za € L et par hypotheése d’induction)
= aza

— w.



4. w = bzb. Ce cas se traite comme le cas 3, mutatis mutandis.

Dans tous les cas, on a w € L(G).



Construction de grammaires

Construire une GHC pour un langage donné demande souvent de la créativité.

Cependant, il y a un certain nombre de techniques qui aident beaucoup. Entre
autres :

e décomposer le langage en 'union de deux langages plus simples ;
e utiliser des regles qui produisent des listes ;

comme dans l’exemple qui suit.



Exemple 4.80. Soit
L={ava"p' |(i=koui=1), >0 k>1,1>1},
c’est-a-dire :

L = {avab'|i>1,j>0,1>1}
U {a'b’a*b’|i>1, j >0, k>1}.



Une GHC pour L est donnée par :

G=({S,51,5,A,B,C, D}, {a,b}, R, 5)

avec
(S = S ]S,
S1 — (CbB
C — aCal|aBa
R:<{B — bBle
Sy — aS3b|aDb
D — BaA
A — aAle




Forme normale de Chomski

Définition 4.81. La GHC G = (V, X, R, S) est sous forme normale de Chomski
(FNC) si toutes ses regles sont d"une des formes

A — BC,

A — x

avec

A B,C €

=

~»

M W W

en permettant aussi
S — €.



Théoreme 4.82. Il existe un algorithme qui prend en entrée une GHC G et qui
retourne une grammaire FNC G’ telle que L(G) = L(G'), et cet algorithme
fonctionne dans un temps proportionnel a la taille de G, c’est-a-dire en temps
linéaire.

Apercu de la preuve. Nous nous limitons a expliciter 1’algorithme sans
démontrer formellement son bon fonctionnement ni son temps d’exécution
linéaire.



Algorithme 4.1. Prendre en entrée : G = (V, 3, R, S), une GHC.

1. Ajouter Sy a V, la nouvelle variable initiale, et ajouter la regle Sp — S a R.



2. Eliminer de R toutes les régles de la forme A — ¢, sauf possiblement la
regle So — €:

2.1 Enlever A — «.

22 V(B = uAv) € R : ajouter B — wv, mais seulement si B — uv n’a pas été
éliminée.



3. Eliminer de R toutes les régles de la forme A — B,ou B € V :
3.1 Enlever A — B.

3.2 V(B — w) € R, ajouter A — w, mais seulement si A — w n’a pas été
éliminée.



4. Eliminer de R toutes les regles de la forme A — ujus ... up ou k > 3 et ot
U, U, ..., up € VU

4.1 Enlever A — ujus ... ug.
4.2 Ajouter Al, AQ, Ce e Ak_g aV.

4.3 Ajouter les régles A — ulAl, Al — UQAQ, Ceey Ak_g — U —1UL.



5. Eliminer de R toutes les régles de la forme A — xBouz € Yet B € V :
5.1 Enlever A — zB.
52 Ajouter A"a V.
5.3 Ajouter les regles A — A’Bet A’ — .

Faire de méme pour les regles de la forme A — Bz.

Produire en sortie la grammaire ainsi modifiée.



Exemple 4.83.

G = ({S,A,B},{a,b},R,S)
ou
(S — ASA|aB
R:qA — B]|S
B — bje




1. Ajouter une nouvelle variable initiale.

Avant :

Apres:

S — ASA|aB

A — B|S

B — ble

So — S

S — ASA|aB
A — BJ|S
B — b|e



2. Eliminer les régles .

Avant :
SO — S
S — ASA|aB
A — B|S
B — Dble
Apres :
SO — S
S — ASA|aBla|SA|AS
A — B[S
B — b



3. Eliminer les regles unitaires.

Avant :

Apres :

N

',
L

s

',
b

S

ASA|aB|a|SA|AS

B|S
b

ASA |aB|a
ASA |aB|a
b| ASA | aB
b

SA|AS
SA|AS
a|SA|AS



4. Eliminer les régles a plus de deux symboles.

Avant :
So — ASA|aB|a|SA|AS A— b|ASA|aB|a|SA| AS
S— ASA|aB|al|SA|AS B— b
Apres :
So— aB|a|SA|AS| ASo A— b|aBla|SA|AS| AA
So1 — SA A — SA
S— aB|a|SA|AS | AS, B— b

Sl—> SA



5. Eliminer les régles mixtes.

Avant :
S()—> aB\a\SA\AS|ASO,1
S()’l — SA
S— aB|a|SA|AS | AS,
Sl — SA
Apres :
So — SOIB | a | SA | AS | ASO,l
SO/ — a
SO,l — SA
S S'Bla|SA|AS|AS:

S > a

A— b|laB|a|SA|AS | AA;
A — SA
B — b

S; — SA
A— b|A'Bla|SA|AS|AA;
A — a
A — SA
B— b



Remarque 4.84. L'exemple précédent peut étre simplifié a la GHC suivante,
également sous FNC :

So — DBlal|SA|AS|AC
S — DB|a|SA|AS| AC
A — b|DB|a|SA|AS|AC
B — b

C — SA

D — a



Les remarques 4.85 et 4.86 sont cruciales pour la compréhension de
l’algorithme 4.2.

Remarque 4.85. Si G = (V, X, R, S) est sous FNC, et si ¢ € L(G), alors la seule
facon de produire ¢ est

S = e.



Remarque 4.86. Si G = (V, X, R, S) est sous FNC, sixz € X etz € L(G), alors la
seule facon de produire z est
A==z

ouAldcV. A



Appartenance d’un mot a un langage
hors contexte

Théoreme 4.87. Il existe un algorithme qui prend en entrée un mot w et une
GHC G et qui détermine si w € L(G). Pour une grammaire G fixée,
I’algorithme fonctionne en temps O(n?) ot n est la taille du mot donné.

Apercu de la preuve. Nous donnons l’algorithme et argumentons pour son
temps d’exécution.



Algorithme 4.2. Prendre en entrée : G = (V, X, R, S), une GHC, et w € ¥*.

Soit w = wiwsy ... w,, avec wi,...,w, € 2.
1. Mettre GG sous FNC a l'aide de l'algorithme 4.1.

Soit G' = (V', %, R, Sp) cette nouvelle grammaire.



2. Siw = ¢, alors:
si (So — ¢€) € R/, alors retourner (VRAI),
sinon retourner (FAUX).



3. n>1.

Pour 1 <14 < j <mn,soit f(i,7) I'ensemble des variables dans V' qui
engendrent le sous-mot w; . . . w;.

Calculer f(1,n) en appelant la sous-routine décrite a I’étape 4.

Si Sy € f(1,n), alors retourner (VRAI), sinon retourner (FAUX).



4. Calcul de f(i,j), pour 1 <i < j < n donnés.
Conserver les résultats obtenus au fur et a mesure dans une cache. Si

f(2,7) a déja été calculé, alors retourner le résultat tout de suite, sans faire
de calculs.

Sii=j,alors f(i,i) < {AeV'|(A— w;) € R'}.

Sii < j,alors:

F 1,
pour k <— 7 a j — 1 faire :
F, <+ f(i, k),

def(k_klvj)/
F+—FU{AeV'|3aBeF,, 3Cc F; : (A— BC) € R},

fi,3) < F.



Pour une grammaire G fixée, et si la grammaire G’ est calculée une fois pour
toutes, le temps d’exécution de l’algorithme 4.2 sur un mot de longueur n est
dominé par le nombre d’appels a la fonction f de l'étape 4.

La fonction récursive f est équivalente a un algorithme de programmation
dynamique qui consiste & remplir une table de taille O(n?) ot chaque élément
prend un temps O(n) a calculer. Le temps d’exécution total est dans O(n®). W



Théoreme 4.88.
REG C HC

Preuve. Soit le langage L € REG et soit M = (Q, X, 6, qo, F') un automate qui le
reconnait.

Alors il est facile de voir que la GHC G = (V, X, R, S) ou

Vo= 0,

R = {(A—=zB)|AcQ,xzeX, BeQ, 6(A,x) =B}
U{(A—¢e)| A€ F},

S = 4o,

engendre L. |



Corollaire 4.89. La classe REG est strictement incluse dans la classe HC.
Preuve. Soit L = {a"b" | n > 0}.

Nous avons vu que L € HC a l'exemple 4.77, mais L ¢ REG par le
théoreme 4.68.



Langages non hors contexte

Théoreme 4.90 (lemnme du pompiste pour les langages hors contexte). Soit L € HC.
Il existe un entier p > 1 tel que pour tout w € L avec |w| > p on peut écrire
w = uvryz ou

o |vy| >0,
o |vxy| <p,

o V2 >0 : uvi:cyiz c L.



Apercu de la preuve.

Si un mot w € L est suffisamment long, alors il aura un arbre de dérivation tres
haut. Dans cet arbre, il y aura un chemin, du sommet jusqu’a la base, avec une
répétition de variable. Voir la figure 4.10.



7N

o



Théoreme 4.91. Le langage
L ={a"v"c" | n >0}
n’est pas hors contexte.
Preuve. Supposons au contraire que L € HC, afin d’arriver a une contradiction.

Soit p > 1 tel que donné par le lemme du pompiste pour les langages hors
contexte.

Considérons le mot w = aPbPcP.
On abienw € L et |w| = 3p > p.

Soient w = wvzyz, |vy| > 0, |vary| < p, tels que donnés par le lemme.



Considérons les deux cas suivants :
1. La partie v, ou y, contient plus d'une sorte de symboles parmi a, b et c.
Choisissons i = 2 dans 1’expression uv'zy’z.

Ce mot n’est pas de la forme a"b"c”, et donc uv'zy'z € L, en contradiction
avec I’énoncé du lemme.



2. La partie v ne contient qu'une seule sorte de symbole, de méme que y.
Choisissons ¢ = 0 dans 1'expression uv'xy’z, ¢’est-a-dire uxz.
Ce mot contient pas un nombre égal des trois symboles et n’est pas de la
forme a"b"c", et donc uwv'zy'z € L, de nouveau une contradiction I’énoncé

du lemme du pompiste.

Donc L ¢ HC. |



Propriétés de fermeture

Théoreme 4.92. La classe HC est fermée pour 1'union.

Preuve. Soient
L1 = L(Gl) ou Gl = (Vl, E,Rl, Sl)

et
L2 = L(Gz) ou G2 = (VQ, E, RQ, SQ),

en supposant que V; et V, sont disjoints, de méme que R; et R.
Alors la GHC suivante :
G = (V1UV2U{S}, E, R1UR2U{S—>S1 ‘ SQ}, S)

engendre le langage L1 U Ls.



Théoréme 4.93. La classe HC n’est pas fermée pour l'intersection.

Preuve. Soient
Ly = {a"p"c"|m>0,n> 0},
Ly = {a"®"c™|m >0,n>0}.

Alors
Ly N Ly ={a"p"c" | n > 0}.

Or on a vu au théoréeme 4.91 que ce langage n’est pas hors contexte.



Théoréme 4.94. La classe des langages hors contexte n’est pas fermée pour la
complémentation.

Preuve. Supposons au contraire que la classe est fermée afin d’arriver a une
contradiction.

Soient L; € HC et L, € HC.

En considérant que
LiNLy=1L1ULy

et le théoreme 4.92 (HC est fermée pour 1'union), on obtient une contradiction
avec le théoreme 4.93 (HC n’est pas fermée pour l'intersection). |



Hiérarchie

Figure 4.11.
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