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Types de difficultés dans la résolution

Modele stochastique sur horizon fini, rappel:

A I'étape k, I'état est x,, on prend une décision vy € Uk(x«), puis
on paye un colit gx(xk, Uk, wk), et le prochain état sera

Xk+1 = Ti(Xk, Uk, wi), ot la v.a. wy suit la loi Py(- | xk, uk).
(Dans le cas partiellement observé, |'état est /y.)

Equations de récurrence:

Iu(x) = gn(x) pour x € Xy,
J(x) = n?Jlrg )Ewk [k (%, u, wi) + Jig1 (Fe(x, u, wi))],0 < k < N, x € X,
ueUi(x
wi(x) = arg En?jir(l )Ewk [gk (x, uy wi) + Jieg1 (Fie(x, uy wi))] -
u k(X

En pratique, la résolution est souvent trop coliteuse ou impossible,
pour diverses raisons.
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Jk(x) = uer?/ikng)Ewk [gk (X, u, wi) + i1 (F(x, u, wi))], x € X

Difficultés et quelques idées.

A. Quand I'espace d’états est trop grand (continu,
multidimensionel,. .. ), on ne peut pas calculer et mémoriser Jy
partout. Malédiction de la dimensionalité: la taille de I'espace
d’états croit exponentiellement en fonction du nombre de variables
d’états (dimension).

Pire dans le cas partiellement observé.

Principe de solution: remplacer Jx1 par une approximation .N/kH.
Plusieurs types d'approximations possibles.

— choisir une forme paramétrique et optimiser les paramétres;
— combinaison linéaire de fonctions de base;

— prendre la fonction de valeur associée a une solution
sous-optimale; etc.

Utiliser .le+1 a la place de Jiy1 a I'étape k.
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Discrétisation de I'espace d’états

Choisir un ensemble fini d'états S = {x*,...,xM} C S.

Calculer (ou approximer) Jx(x) par Jx(x), seulement pour x™ € S.
Définir une fonction Ji(x) qui interpole ou approxime les points
{(x™, Jk(x™)), 1 < m < M}. Par exemple, combinaison convexe:

J(x) = D wm(x)d(x") s

xmeS
X = Z w(x)x™,  w™(x) >0, Z w(x) =1
xmeS m

Ou encore choisir une classe de fonctions {jk(x, o), e € R}, puis
trouver ri qui optimise |'ajustement aux points d'évaluation

{(x™, J(x™)), x™ € 5} (apprentissage des parametres). Par
exemple, par moindres carrés:

min D 9™, ) = T2

xme§
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Discrétisation de I'espace d’états (suite)

Modele linéaire: Ji(x, ry) = Z,‘-Izl rk,iVi(x) ot Wy,..., Wy sont des
fonctions de base choisies a I'avance.
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Approximation de la politique

Méme chose pour la politique: on doit approximer chaque fonction
e

pui(x) = arg En&irg )Ewk [gk (%, uy wi) 4+ Tk (Fe(x, u, wy))]
ueUi(x

On peut ici aussi approximer de la méme facon que pour Ji:
Calculer p7(x") seulement pour x' € S, puis interpoler ou
approximer.

Une possibilité: restreindre la politique a une classe paramétrisée par
un vecteur de parameétres ¢/ de petite dimension, puis optimiser ¢
(par exemple par des méthodes de descente, en estimant le gradient
de la performance par rapport a #). On peut faire cela sans
approximer la fonction de valeur Jy.
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Approximation d’espérance

Jk(x) = uen?jiksz)Ewk [gk (X, u, wie) + 1 (Fu(x, u, wie))] s x € X,

Parfois, le calcul de I'espérance pour u fixé est trop complexe et on
doit I'approximer. On devra dans certains cas se rabattre sur la
simulation Monte Carlo. On estimera |'espérance par simulation
pour plusieurs valeurs de u, en utilisant des v.a. communes pour les
différentes valeurs de u.
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Jk(X) = En?J”z )]Ewk [gk(X7 u, Wk) + Jk—i—l(fk(xu u, Wk))] » X € Xka
u k(X

Parfois, la minimisation par rapport a u est trop difficile, et on devra
se contenter d'heuristiques ou d'approximations a ce niveau.
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Les quatre méthodes d'approximation considérées sont quatre types
d’effets de la malédiction de la dimensionalité.

Dans certains cas, le probleme doit étre résolu en temps réel (trés
rapidement), souvent parce que les données arrivent a la derniere
minute, ou encore parce que certaines données sont recueillies au fur
et a mesure que le systeme évolue.

Dans ce chapitre, nous examinons différentes techniques pour
attaquer ces difficultés.
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Commande a équivalent certain (CEC)

L'idée est de remplacer le modele stochastique par un modele
déterministe, en remplacant toutes les variables aléatoires par des
valeurs “moyennes” ou “typiques”.

Algorithme (cas partiellement observé). A chaque étape k:
1. Calculer un estimateur X, (/) de xx a partir de I'information /.

2. Fixer w; a w;(x;, u;) pour i > k et résoudre le probleme
déterministe:

N—-1
miny, uy, EN(XW) + Z gi(xi, uj, wi(xi, u;))
i=k
s.l.c. XK = )_(k(/k), u; € U,'7 Xji+1 = f,'(X,'7 uj, Vl_/,'(X,', U,‘)), i > k.

3. Utiliser u, comme décision a I'étape k.
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Soit {1d(x0), -

,M‘,{,_l(x,v_l)} une politique optimale pour le
probleme déterministe. A I'étape k, CEC utilise la décision
fik(Ik) = nf (Ru(Ix)).

lwk

Uk=nil (x1) System Xk M easurement Zy
o X+ 1= T Ui W) o | 2= b uy - v o
Ug -1
i ! \
- Delay -
xk(l) 1] z
K -
< Actuator -t K Estimator 3 K
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Parfois on peut se contenter d'une solution approximative ou
heuristique du probleme déterministe, dont la valeur est, disons,

Hk(Xk).
Amélioration: regarder une étape en avant (one-step lookahead).
Au temps k, choisir ux € Uk(xx) qui minimise

i (Xk, U, Wi (X, uk)) + Hier (fic (X, ke, wie(Xk, g )))-

On peut remplacer seulement une partie des wy par des valeurs
déterministes, et traiter les autres comme stochastiques.

Cas particulier: dans le cas partiellement observé, calculer une
estimation xx(/x) de I'état xi et I'utiliser comme si c'était le
véritable état.
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Exemple: Protocole Aloha (primitif) de transmission d'information
sur un réseau. Le réseau est commun a plusieurs postes. Le temps
est divisé en fenétres (slots).

Lorsqu'un poste transmet un paquet d'information, il est diffusé sur
le réseau et s'il est bien recu par le destinataire, ce dernier le
retransmet et I'expéditeur vérifie si le message est identique.

Si deux ou plusieurs messages sont transmis dans la méme “slot”,
on doit recommencer: collision. Chaque station a une file d'attente
de paquets a transmettre. On veut minimiser |'attente moyenne.
Politique optimale: s'il y a en tout x paquets dans les files d'attente,
alors chaque station transmet durant le prochain “slot” avec
probabilité min(1,1/x).

Mais en pratique, les stations ne connaissent pas x,. Alors chacun
calcule une estimation xx(/x) de xx, basée sur ce qu'il a pu observer
a date (succes de transmission, collisions, périodes libres), puis
transmet avec probabilité min(1,1/xx(/x)).
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Modele avec parametres inconnus.

Xp+1 = Fie(xk, 0, ug, wi)

ol 6 est un vecteur de parameétres inconnus, pour lequel on a une
probabilité a priori.

On peut considérer # comme une variable d'état non observable:
Vi = 0 et on a un systéme avec état élargi X;:

N X fi( Xk, Vie, Uk, W -~
K1 = ( k+1) _ (k( ks Yk, Uk k)) _ fk(kathk).
Yk+1 Yk

Supposons que (1) on peut calculer une politique optimale lorsque 6
est connu, et (2) on peut obtenir une estimation ) de 0.
Heuristique (CEC partiellement stochastique):

on calcule et utilise la politique optimale pour ék.
C'est un cas particulier de commande adaptative.
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Probleme d’identifiabilité

Phase d'identification: calculer une estimation 6 de 6:
Phase de commande: appliquer la commande comme si § = 6.

Danger: il se peut que la commande optimale avec 6 = 0 empéche
I'identification (I'estimation convergente) de 6.

Exemple. Deux stratégies de vente, ou d'investissement, ou de jeu,
etc., disons A et B. Vous essayez chacune 3 fois et vous avez 1
succes avec A et 0 succes avec B. Vous estimez a ce moment que la
probabilité de succes est 1/3 pour A et 0 pour B. Par la suite, si
vous utilisez toujours la stratégie ayant la plus grande probabilité
estimée de succes, vous utiliserez toujours A, et votre probabilité
estimée pour B restera a 0 a tout jamais. Mais il se peut bien que la
véritable probabilité de succes soit plus grande pour B.
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Exemple. Soit le systeme linéaire unidimensionnel
Xk4+1 = aXx + buy + wy, k=0,1,...,N—1,

pour lequel on veut minimiser le coiit espéré

N
2
)oF:
k=1

On a un systeme linéaire a colit quadratique. Si a et b sont connus,
la commande optimale est /i (x) = —(a/b)xk.

Mais si a et b sont inconnus et on applique une commande de la
forme [iy (xx) = 7xk, le systeme va évoluer selon

Xk1 = (a+ by)xk + wy.

On pourra au mieux identifier a + b7y, mais pas a et b, ni a/b.
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Trois versions du systeme, a distinguer.

Soit /i) (xk,0) la commande optimale dans I'état x,, pour 6 connu.
En pratique, on utilisera plutét la commande /i, (/x) = pji(xk, 0k) a
I'étape k. On distingue:

(a) Le systéme estimé, que |'on croit (souvent a tort) &tre le bon,
qui évolue selon

P [Xk+1 €- IXk,ui(Xkﬁk),@k} -
(b) Le véritable systeme avec la commande utilisée, qui évolue selon
P |:Xk+l € - | Xka/[’/;(xlﬁek)ve] .

(c) Le véritable systeme avec sa commande optimale, qui évolue
selon

IP>[Xk+1 € ‘ Xk7:u/>li(xk70)19]'
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Dans certains cas, méme si 0 est trés différent de 6, la fausse
croyance que l'on a le bon parameétre ne fait que se rencorcer!

Solution: Ajouter des mécanismes qui favorisent |'exploration, pour
améliorer 'apprentissage (par ex., ajouter du bruit dans le choix des
décisions). |l faut partager les efforts entre |'estimation et la
minimisation des colits a court terme.

Domaine de la commande adaptative: vaste et complexe.
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Politiques a anticipation limitée

Anticipation d'une étape (“one-step lookahead policy”, 1SL):
A I'étape k, on utilise la commande

/_lk(Xk) =arg min E gk(xk, Uy, Wk) + Jk+1(fk(Xk, Uy, Wk)) .
uk € Uy (xk)
ol j,\, =gy et 3/<+1 est une approximation de Jy 1.
On peut aussi restreindre a priori les décisions admissibles au
sous-ensemble U(xk) C Uk(xk).

Si :lk+1 est déja disponible ou rapide a calculer, et si la minimisation
est assez facile, on peut implanter cette politique “en-ligne”.

Parfois, on doit résoudre un probléeme d'optimisation pour calculer
Jk+1(Xk+1): lien avec la programmation stochastique.

Anticipation de / étapes (“/-step lookahead policy”, /-SL): a I'étape
k < N — /£, on résoud un probleme de PD a / étapes, avec fonction
de cofit terminal Jx,¢. Dans le cas stochastique, £ > 1 est souvent
trop coliteux.
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Bornes sur la performance pour 1SL.

jk(xk) = approximation de base;
Jk(xk) = véritable colit espéré avec la politique 1SL;
Jk(xk) = fonction de valeur calculée durant 1SL: Jy = gn et

A

Je(xk) = min  E|ge(xk, uk, wi) + Tkt (Fie (i, uk, wi))
ue U (xk)

Proposition. Si jk(xk) < jk(xk) + dx pour tout (k,xk), alors
Jk(Xk) < Jk(Xk) 4+ 6k + -+ -+ dny_1 pour tout (k,Xk).

Cette propriété tient souvent avec &, = 0.

Cas particulier important: jk(xk) est le colit pour une politique
heuristique ™ = {ug, ..., un—1}. Cela s'appelle une politique de
déroulement (“rollout policy”). Dans ce cas, lorsque

T (i) > Ji(xx) (si g ¢ Ur(xx)), on peut se rabattre sur
I'heuristique, auquel cas on aura toujours J(xi) < Ji(xx)-
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Proposition. Si Ji(xk) < Ji(xx) + 0k pour tout (k, xi), alors
Je(xk) < Jk(xk) + 9k + -+ - + dn—1 pour tout (k, xk).

Preuve. Par induction sur k pour §y = ---=dy_1 = 0. La
généralisation est facile.

Ona Jy(x) = jN(>£) = Jn(x) = gn(x) pour tout x.

En supposant que Jx+1(x) < Jk11(x) pour tout x, on obtient

J(x) = E[gu(x, fi(x), wic) + Je1(Fie(x, fir(x), wi))]
< B [ (), wi) + T (e, ), wa)|
< E |gile ). wi) + Jiera (e ). wa)|
= Ji(x).

Fabian Bastin Programmation dynamique



Stratégies d’approximation

Le choix de la méthode d’obtention de Ji est un aspect tres
important. Il y a plusieurs classes de méthodes.

(a) Remplacer le probleme original par un probléme plus facile a
résoudre et prendre la solution du probléme simplifié pour Jy.

(b) Approximation paramétrique de Ji: on approxime chaque
fonction Ji par une forme paramétrique dont les parametres sont
appris, ou estimés.

(c) Algorithme rollout: J(x) est la fonction de valeur associée 2
une politique sous-optimale donnée, ou encore une estimation de
cette fonction (calculée par simulation, par exemple). Heuristique
combinée: essayer plusieurs heuristiques et prendre la meilleure
solution obtenue.
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Simplifier le probleme original

Par ex., remplacer des variables aléatoires par des valeurs
déterministes “typiques”, remplacer des espérances par des approx.,
simplifier des contraintes complexes ou la dynamique du systéme,

etc.
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Exemple: probleme de tournée de véhicules

On a m véhicules pour parcourir un graphe. Chaque noeud donne
un revenu (connu) la premiere fois qu'un véhicule y passe (aucun
revenu supplémentaire n'est collecté si un autre véhicule passe par
ce noeud ultérieurement). On veut maximiser le total recueilli, en
respectant des contraintes sur |'instant et le lieu de départ et
d’arrivée de chaque véhicule, etc. En particulier, nous supposons
que chaque véhicule part d'un noeud donné, et doit revenir a un
noeud donné (possiblement différent) en au plus un nombre donné
de mouvements d'arcs.

C'est un probleme combinatoire difficile, qui peut, en principe, étre
traité avec la programmation dynamique.
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Exemple: probleme de tournée de véhicules

Etat: ensemble des positions des véhicules ainsi que la liste des
noeuds déja visités (et donc ne pouvant plus donner de revenu). Le
nombre d'états croit exponentiellement avec le nombre de noeuds et
de véhicule.

Pour un seul véhicule, le probléeme est beaucoup plus simple (sans
pour autant étre facile), et peut étre résolut en temps raisonnable,
de maniére exacte ou approchée.
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Exemple: probleme de tournée de véhicules

Simplification (sous-optimale): on peut résoudre une suite de
problemes a un seul véhicule, comme suit. A I"étape k et dans I'état
xk (positions des véhicules et ensemble des noeuds non visités),
pour chaque véhicule, on considéere chaque déplacement possible.
Pour I'état résultant xx;1 (dans chaque cas) on approxime la
fonction de valeur Jy1(xk+1) par la valeur .7k+1(xk+1) obtenue en
optimisant pour un véhicule a la fois (les autres véhicules ne
bougent pas), dans un ordre préalablement défini.

On peut recommencer en changeant I'ordre des véhicules, et en
gardant I'ensemble de chemins (associé a un ordre donnée) délivrant
le gain maximal.
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Exemple: gestion du revenu.

Un hételier fixe le prix de ses chambres (pour une nuit donnée) en
fonction du nombre encore disponibles, de la loi de prob. du nombre
de demandes a venir pour cette nuit-1a, et des prob. d'acception des
clients en fonction du prix. Il veut maximiser son revenu espéré.

Supposons qu'un client choisi au hasard acceptera un prix r avec
probabilité p(r), une fonction décroissante de r. A un instant
donné, soit x le nombre de chambres disponibles et soit y (une
variable aléatoire) le nombre de demandes a venir.
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Considérons une version simplifiée du probleme ou I'h6telier connait
toujours y. Dans ce cas, I'état est (x, y), et si J(x,y) dénote le
revenu espéré optimal dans cet état, on a la récurrence:

J(x,y) = max[p(r)(r + J(x = L,y = 1)) + (1 = p(r))J(x.y = 1)]

avec conditions initiales J(x,0) = J(0,y) = 0 pour tout x, y.
Supposons que |'on sait résoudre ce probleme facilement, par PD.

En réalité, on ne connait pas y, mais on peut utiliser une estimation
¥ (arrondie en entier) a la place de y dans une politique 1SL.
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Approximation par scenarios.

On considére M réalisations différentes de wy1,...,wy_1 (au lieu
d'une seule comme dans CEC), qui correspondent a M scénarios.

Pour chaque scénario, on calcule C,,(xx11), une approximation du
colit a partir de I'étape k + 1, puis on approxime Ji41(xx) par

M
Jer1(s1) = 0+ > rmConl(x1).
m=1
Les parametres ry, . .., ry constituent une pondération. On peut les

interpréter en gros comme les probabilités des différents scénarios.
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Approximation paramétrique de J;

On peut choisir une classe de fonctions {Jx(x, r), r € RY}, puis
trouver une fonction dans cette classe (i.e., un vecteur de parameétres
e = (rk1,---,rkd)) qui est le plus proche possible de J.

Le modele d'approximation peut étre linéaire en r (plus facile a
estimer) ou non linéaire (plus riche, plus flexible).

Le choix de la classe de fonctions est trés important et dépend du
probleme.

Optimisation du vecteur ri: c'est I'entrainement du modéle.

Le succes dépend beaucoup de ces deux aspects.
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Extraction d'un vecteur d’attributs ( “features”) y = y(x), suivi
d’une approximation par une fonction (paramétrisée) de y.

Idée: y peut contenir moins d’'information que x, mais une
information pertinente et concentrée dans un petit nombre de
variables.

Idéalement, y pourra encoder une grande partie de la non-linéarité;
ses composantes seront des fonctions non-linéaires de x, bien
choisies, de sorte que I'on pourra bien approximer Ji par une
fonction linéaire (ou simple) de y et r:

d
Jelx.r) = Iy(x), 1) = riyi(x
i=1
Feature Cost Approximation
Statex ) Vector y ’ J0.1)
> Feature Extraction »| Cost Approximator w/ !
Mapping Parameter Vector r
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Exemple: logiciel joueur d’échecs.

_________________________________________

: Features: :
' Material balance, !
! Mobility, .

narny ! Safety, etc _— ' Score
! Feature .| Weighting !
o Extraction of Features |
I Position Evaluator !
L e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = - - 3

On définit une fonction d'évaluation (score) de chaque position du
jeu en termes d'attributs ( “features”), fonctions des pieces
restantes, leurs positions, etc. Le score est souvent une fonction
linéaire (pondération) des attributs.

Les poids sont appris par entrainement (essai-erreur).

Recherche en profondeur dans le graphe: profondeur-variable:

Fabian Bastin Programmation dynamique




On commence par trouver rapidement un coup raisonnable a jouer,
en explorant en profondeur I'arbre des possibilités.

Considérons par exemple une stratégie a deux coups d'avance (en
comptant le coup de I'adversaire). Chaque feuille de I'arbre de la
figure ci-dessous donne une valeur un score a I'échiquier. Nous
allons essayer de "remonter” une valeur pour obtenir la stratégie
optimale sous cette approximation, i.e. le meilleur score, et la
séquence de coups associées.

P (Whiteto Move)
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Pour "remonter le score”, il suffit de remonter le minimum des
scores lorsque I'on passe d'une ligne associée au joueur blanc (en
supposant que nous sommes ce joueur), vu que le joueur adverse
cherche a nous faire perdre, et donc devrait choisir le coup qui
diminue au plus le score. A l'inverse, en passant d'une ligne noire a
une ligne blanche, nous remontons le maximum, comme nous
cherchons le meilleur coup.

Il est toutefois prohibitif de parcourir I'arbre de maniére exhaustive,
aussi cherchons-nous a I'élaguer, i.e. a ne pas parcourir les branches
qui ne contribuent pas a la solution.

Pour se faire, dans chaque situation, on conserve (et met a jour)
notre meilleur coup a jouer et le meilleur coup de I'adversaire.
Soient o et (3 les valeurs pour nous de ces coups.
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Lorsqu'on explore I'arbre, dés qu'on se rend compte qu'un coup
donné ne peut pas faire mieux que « (si I'adversaire joue bien), on
coupe la branche correspondante de I'arbre.

De méme, des qu'on se rend compte qu'un coup de I'adversaire ne
peut pas faire pire (pour nous) que 3 (si on joue bien), on coupe la
branche correspondante de I'arbre.

Technique alpha-beta: dés que I'on sait qu'une branche ne peut
contenir la suite optimale de coups, on I'élimine.

Ces valeurs sont obtenues en commancant un parcours en
profondeur, pour en "remontant” les branches pour explorer les
bifurcations non-encore visitées. Dans l'illustration suivante, le
principe est d'explorer en profondeur, en allant toujours le plus a
gauche possible dans I'arbre.
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P (Whiteto Move)

My (+16) M,
(+16) (+11) P 4 Black to Move
a Cutoff
O (+16) P10 (+20) (+11(Y) () White to Move
b cutoff
(+8) (+16) gL (+20) P, af (+8) P 3 3 (+11) Black to
Move
a Cutoff a Cutoff

>

QOO OOO0OOOOOOOOOOOOOO0O
+8 +20+18 +16+24 +20 +10+12 -4 +8 +21+11 -5 +10+32 +27+10 +9 +3

Extensions: anticipation a plusieurs étapes, en nombre variable, en
profondeur.
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Approximation par déroulement (“rollout™)

Jk(x) = H(x) est la fonction de valeur pour une politique
sous-optimale donnée ™ = {po, ..., un—1}, appelée politique de
base.

Par conséquent, la politique par déroulement est une politique de
type 1SL, ou I'approximation du cofit est donnée par le coiit de la
politique de base. L'extension a des politiques /-SL est facile.

Si pas de formule pour évaluer cette valeur, son calcul peut étre
coliteux. Parfois, on peut utiliser une heurisitque (nous écrirons
alors J au lieu de (J), ou évaluer (estimer) par simulation.
Souvent plus facile dans le cas déterministe.
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Amélioration du coit avec I'algorithme rollout

l_—/k(xk) = colit espéré pour I'heuristique de base /i;

Ji(xx) = colit espéré pour la politique rollout jiy.

Proposition. Jix(x) < Hk(x) pour tout (k, x).

Preuve. C'est un cas particulier de la proposition précédente sur la
performance pour 1SL. Preuve par induction sur k. On a

In(x) = Hn(x) = gn(x) pour tout x.

En supposant que Jx11(x) < Hi11(x) pour tout x, on obtient

E [gi(x: i (x), wic) + T (Fi(x, fin(x), wie))]
E [gk(x, fik(x), wi) + Hir1(fe(x, fik(x), wk))]
X, ok (X), Wie) + Hir 1 (Fe (%, i (x), wi))] = Hi(x).

Je(x)

IN A

Autrement dit, la politique rollout améliore la politique de base.
Empiriquement, cette amélioration est souvent tres importante.
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Exemple: ordonner les questions d’un quiz.

Rappel: N questions a ordonner. On répondra correctement a la
question j avec probabilité p;, et si on le fait on gagne R;. Dés que
I'on échoue a une question, c’est terminé. On veut maximiser notre
gain total espéré.

Politique optimale: ordonner les questions par ordre décroissant de
leur valeur de p;R;/(1 — p;).

Mais si on ajoute des contraintes, par ex. nombre max. de questions,
contraintes d'ordonnancement, contraintes de temps, etc., alors
cette politique n'est plus nécessairement optimale.

Par contre, on peut |'utiliser pour définir une politique de base pour
un algorithme “rollout”. Les valeurs de Hy(x) et Jx(x)
correspondantes sont faciles a calculer.
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Problemes discrets déterministes

Un probleme de décision séquentiel déterministe ayant un nombre
fini d'étapes et un nombre fini de décisions admissibles peut se
représenter par un arbre. Les feuilles représentent toutes les
solutions possibles. Chacune a un coiit. On cherche un chemin
allant de la racine (origine) a une feuille de moindre colfit.

Algorithme PD ordinaire: on part de chaque feuille et on recule.

On peut ajouter un noeud t et un arc de coiit nul de chaque feuille
vers t, puis reformuler comme un probléme de plus court chemin de
s a t, que I'on peut résoudre en principe par des méthodes
d'étiquetage.

Mais parfois, cela n'est pas possible, car le graphe est trop
gigantesque.

Possibilité: se rabattre sur un algorithme rollout.
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Probleme générique: on a un graphe orienté ayant une origine s, un
ensemble T de noeuds terminaux (souvent les feuilles dans le cas
d'un arbre), un colit g(/) pour chaque noeud terminal /, et on
cherche un chemin allant de s a un noeud terminal de moindre coiit.

Heuristique de base: pour chaque noeud i € T, une heuristique
nous donne un chemin unique (i, /1,...,im,i), ot i € T s'appelle la
projection de /. Le coiit correspondant est H(/) = g(i).

Algorithme rollout: Partant de s, toujours choisir comme successeur
le noeud ayant la plus petite projection.

Neighbors of i, Nperitgr?ggrosngfoif
m
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Exemple: une marche unidimensionelle

On part de 0. A chaque étape, on se déplace de 1 a gauche ou a
droite. Si / est la destination finale aprés /V étapes, on paye g(/).




Exemple: une marche unidimensionelle (suite)

Heuristique de base A: toujours aller a droite. L'algorithme rollout

trouve alors un minimum local.

Heuristique de base B: comparer aller toujours a droite vs aller
toujours a gauche, et choisir le meilleur des deux. Dans ce cas,
I'algorithme rollout trouve alors un minimum global!
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Consistance séquentielle. Une heuristique de base est
séquentiellement consistante si chaque fois qu’elle retourne le
chemin (i, it,...,im,1) en partant du noeud i, elle retournera
(i1,...,im, 1) en partant du noeud i.

Exemple: un algorithme vorace, qui utilise une estimation F(/) du
colit optimal en partant de /. L'algorithme construit son chemin
comme suit: étant donné une portion de chemin (i, i, ..., in) ol
im & T, I'algorithme ajoute I'arc (im, im+1) qui minimise F(im41)-
Un tel algorithme est séquentiellement consistant.

Proposition. Si I'heuristique de base est séq. consistante, alors
I"algorithme rollout se terminera en temps fini, son colit ne
dépassera jamais celui de I'heuristique de base, et pour tout chemin
(i,f1,...,Im) construit par I'algorithme, on aura

H(s) > H(i) > - > H(im_1) > H(im).

Fabian Bastin Programmation dynamique



Approximation des Q-facteurs (cas stochastique)

Le Q-facteur de (xk, ux) a I'étape k est
Qu (e, uie) = E [gr (X, t, wi) + Jhy1 (Fie(xiey ke, wi))]
La décision optimale est

pp(xx) =arg  min  Qu(xk, uk).
ukGUk(Xk

L'idée du Q-learning est d'apprendre ou estimer les fonctions Q. Si
les approx. sont @, la commande optimale est approximée par

fik(xx) =arg min @k(xk,uk).
ur€ Uk (k)

On peut par exemple estimer les Qx(xx, ux) par simulation
Monte-Carlo, en utilisant les mémes nombres aléatoires uniformes
(v.a. communes) pour tous les .

L'important est de bien estimer les différences

Qi (XK, uk) — Qi(xk, uy) pour uy # uy. Sion se trompe partout par
la méme constante, cela n'introduit aucune erreur dans le choix des
décisions!
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Une autre facon d'approximer les Q-facteurs est simplement de
remplacer Ji,1 par une approximation Hy1. On peut I'obtenir par
une variante de I'une ou I'autre des techniques vues précédemment
(approximation déterministe, scénarios, valeur associée a une
heuristique fixée, approximation par moindre carrés, etc.).

Dans le cas d'une approximation déterministe, on fixe
Wk41y .-y WN-1 a WkJr]_, ey IZ/N,]_ (mais pas Wk).
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Horizon fuyant (“rolling horizon™)

C'est un cas particulier de ¢-SL, avec Hi(x) = 0 pour tout x.
Plus général: Hi(x) = g(x) pour une fonction de colit terminal g.

L'idée est toujours de diminuer la quantité de calculs.

Un horizon plus long donne-t-il toujours une meilleure performance?
La réponse est non!

Exemple: Seulement deux décisions possibles a la premiére étape, et
une seule décision par la suite. Le colit sur le chemin du bas oscille
en fonction de 4.

Optimal Trajectory

1
Current
State
2
| Stages High Low _ High — =
Cost Cost Cost
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