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Déterminer une solution réalisable optimale

Comme sélectionner le vecteur entrant?
On veut diminuer la valeur de la fonction objectif.

Supposons que nous avons la solution de base réalisable

(xg,0) = (10, Y20, - - - » Ym0, 0,0, ..., 0)

correspondant au tableau

a; a am amy1 amg2 - a, b

1 0 0 Yim+t1 Yimt2 “*° Yin Y10
0 1 0 Yyom+1 Yomt2 ' Yon Y20
0 0 0 Ysm+1 Yamt2 " Y3n Y30
o 0 -- 1 Ymm+1 Ymm+2 °° Ymn YmO
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Déterminer une solution réalisable optimale

La valeur de la fonction objectif correspondant a n'importe quelle
solution x est
Z =C1X] + CXo + ...+ ChXp,

et donc, pour la solution de base, nous avons la valeur
_ T
zZp = CBXB,

ou
Cp = [C]_,CQ, .. .,Cm]
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Déterminer une solution réalisable optimale

Si nous assignions des valeurs arbitraires a X411, ..,Xn, NOUS
pourrions ajuster xi,...,X, comm suit:

n
X1 = Y10 — Z Y1jXj
j=m+1

n
X2 = Y20 — Z Y2jXj
j=m+1

n
Xm = Ym0 — E YmjX;j
j=m+1
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Déterminer une solution réalisable optimale

Au niveau de la fonction objectif, cela donnerait
Z==cC'X

n n
=aqa | yio — 5 yijxji | +c2 | yo0 — E Y2jXj

n
+...+Cm | Ymo — Z YmjXj
j=m+1

+ Cm+1Xm+1 + ... CaXp-
Isolons zy. Cela donne

n n n
zZ=2—Q E YiXj — @ § Y2jXj = ... = Cm E YmjXj

Jj=m+1 Jj=m+1 Jj=m+1

+ Cm41Xm+1 + - .. CpXn.
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Déterminer une solution réalisable optimale

On peut encore réécrire la derniére équation comme

m m
zZ=2+ <Cm+1 - ZYi,erlCi) Xm+1 + <Cm+2 - Zy;,m+2Ci> Xm+2

i=1 i=1
m

+ ...+ (c,, — Zy,;,,c,-) Xp-
i=1

Choisir une valeur non nulle pour x;, avec m+ 1 < j < n conduira
a une diminution de la fonction objectif si et seulement si
(¢ — >, yijci) est strictement négatif.

Pour simplifier les notations, nous posons
m
- e —cF
Zj = YijCi = cBYj'
i=1
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Déterminer une solution réalisable optimale

On peut retrouver cette notation en partant de la forme tableau

a; a am amy1  amy2 - a, b
1 0 0 Yim+t1 Yimt2 “*° Yin Y10
0 1 0 Yom+t1 Yomt2 ' Yon Y20
0 0 0 y3m+1 Yamt2 “*° Y3n Y30
0 0o - 1 Ymm+1 Ymm+2 °° Ymn YmO
On en déduit
x1€1+Xx0€2 + ...+ Xmem = Yo — Xm+1¥m+1 — Xm+2Ym+2 — - - - XnYp-
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Déterminer une solution réalisable optimale

En prenant le produit scalaire avec CE, cela donne
m n
v — Tl s
CiXi =CgYo — ijju
i=1 j=m+1
N T
ou zj = cgyj.

En ajoutant > 7 ., ¢jx; de part et d'autre, nous obtenons comme

auparavant
n

cx=n+ Y (§-2z).
Jj=m+1
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Théoreme: amélioration de la base optimale

Etant donnée une solution de base réalisable avec une valeur
correspondante de la fonction objectif égale a zy, supposons qu'il
existe au moins un j tel que ¢; — z; < 0. Il existe alors une solution
réalisable donnant une valeur z < z. Si la colonne a; peut &tre
échangée avec une colonne de la base originale, cela donnera une
nouvelle solution de base réalisable, avec la valeur z < z. Si aj ne
peut pas étre échangée pour former une solution de base réalisable,
alors I'ensemble réalisable K est non borné et la fonction objectif
peut &tre rendue arbitrairement petite (vers —o0).
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Preuve

Soit (x1,X2, ..., Xm,0,...,0) une solution de base réalisable, avec
la valeur de fonction objectif zy. Supposons (sans perte de
généralité) cmi1 — Zm+1 < 0. Dans ce cas, on peut construire de
nouvelles solutions de la forme

/ / / /
(Xl,xz,...,xm,me,O, ...,0),
/
avec x,,,1 > 0.
Reprenons I'équation

z = 20+ (Cmy1—2Zmi1)Xmi1+(Cmi2—Zmi2)Xmi2+. . .4 (Cn—2n)Xn.

En substituant la nouvelle solution dans cette équation, nous
obtenons

/
z—20 = (Cm41 — Zm+1)Xppy1 < 0.
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Preuve

Des lors, z < zg pour n'importe quelle solution de ce type.

. . p :
Il est clair que nous voudrions rendre x,, ; aussi grand que
possible. En augmentant x/, . ;, les autres composantes
s'accroissent, demeurent constantes, ou diminuent.

\ / A O " /I .
Des lors, x,,,; peut €tre augmentée jusqu'a ce que x; =0, 1 < m,
auquel cas nous obtenons obtenons une nouvelle solution de base
réalisable. Sinon, si aucune composonte x! n’est décroissante,
Xy,.1 peut étre augmenté a I'infini, indiquant un ensemble
réalisable non borné et une fonction objectif sans borne inférieure.
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Théoreme de condition d'optimalité

Si pour une certaine solution de base ¢; — z; > 0 pour tout j, alors
cette solution est optimale.

Preuve

Ceci est la conséquence immédiate des résultats précédents,
puisque tout autre solution realisable doit avoir x; > 0 pour tout i,
et des lors, z — zyp > 0, étant donné I'egalité

z = 20+ (Cmt1—Zm+1)Xm1+(Cmi2—Zms2)Xmi2+- - .+ (Cn—2n)Xn-
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Colits réduits

On voit que les constantes ¢; — z; jouent un rdle central.

Notons
i =46 — 2.

Les rj sont appelés coefficients de coiit relatif ou coefficients de
coiit réduit. Ces coefficients mesurent le coiit d'une variable
relativement a une base donnée. Par extension, le colit réduit
d’une variable de base est 0.
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