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Méthode du simplexe

Hypothèse (temporaire): on commence avec une solution de base
réalisable et le tableau correspondant au système Ax = b sous
forme canonique pour cette solution.

On ajoute une ligne correspondant aux coûts réduits et donnant la
valeur de la fonction objectif.

a1 a2 · · · am am+1 am+2 · · · an b
1 0 · · · 0 y1,m+1 y1,m+2 · · · y1n y10
0 1 · · · 0 y2,m+1 y2,m+2 · · · y2n y20
0 0 · · · 0 y3,m+1 y3,m+2 · · · y3n y30
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 ym,m+1 ym,m+2 · · · ymn ym0

0 0 · · · 0 rm+1 rm+2 · · · rn −z0
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Méthode du simplexe

Les coûts réduits ri indiquent si la valeur de la fonction objectif
augmentera ou diminuera, si xi est considéré pour entrer dans la
solution.

S’il y a des coûts réduits négatifs, il y a possibilité de réduire la
valeur de l’objectif. Sinon, on est à l’optimalité.

Il est de coutume de choisir le coût réduit le plus négatif.

On capitalise le pouvoir de réduction, mais rien ne garantit que
c’était le meilleur choix en terme de réduction effective, comme on
ne connâıt pas à l’avance la valeur correspondante de la variable
associée.
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Dernière ligne du tableau

On peut regarder z comme une variable additionnelle, et ajouter
l’équation

c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn − z = 0

Une solution de base du système augmenté aura m + 1 variables de
base, et nous exigeons que z soit l’une d’elles.

Il n’est dès lors pas utile d’ajouter une colonne correspond à z
puisqu’elle serait toujours (0, 0, . . . , 0, 1).

Suite aux opérations de pivot, nous obtenons l’équation

rm+1xm+1 + rm+1xm+2 + . . . + rnxn − z = z0.

La dernière ligne est donc traitée comme les autres.
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Algorithme

Etape 1. Former un tableau correspondant à une solution de base
réalisable. Les coefficients de coûts réduits peuvent être obtenus
par réduction de lignes.

Etape 2. Si tous les coûts réduits sont positifs ou nuls, arrêt. La
solution de base réalisable actuelle est optimale.

Etape 3. Calculer les rapports yi0/yiq, i = 1, 2, . . . ,m. S’il pas de
yiq > 0, arrêt: le problème est non borné. Sinon, sélectionner p
comme l’index i correspondant au rapport minimum avec yiq > 0.

Etape 4. Pivoter sur l’élément pq, en mettant à jour toutes les
lignes, incluant la dernière. Retour à l’étape 1.

L’algorithme s’arrête si l’optimalité est atteinte où s’il s’avère que
le problème est non borné. Le nombre d’étapes est fini comme il
n’existe qu’un nombre fini de bases réalisables.
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Exemple

On considère le problème

max
x

3x1 + x2 + 3x3

t.q. 2x1 + x2 + x3 ≤ 2

x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 5

2x1 + 2x2 + x3 ≤ 6

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

La mise sous forme standard permet directement d’obtenir un
système canonique (le cas général sera étudié plus tard).

max
x

3x1 + x2 + 3x3

t.q. 2x1 + x2 + x3 + s1 = 2

x1 + 2x2 + 3x3 + s2 = 5

2x1 + 2x2 + x3 + s3 = 6

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, s1 ≥ 0, s2 ≥ 0, s3 ≥ 0.
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Exemple

Sous forme tableau, cela donne

a1 a2 a3 a4 a5 a6 b
2 1 1 1 0 0 2
1 2 3 0 1 0 5
2 2 1 0 0 1 6

rT −3 −1 −3 0 0 0 0

On remarque que le dernière ligne reprend simplement l’opposé des
coefficients de l’objectif. En effet

rj = cj − zj = cj ,

En effet, cTB yj , et cB = 0.
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Exemple

Possibles pivots:

a1 a2 a3 a4 a5 a6 b
2 1 1 1 0 0 2

1 2 3 0 1 0 5
2 2 1 0 0 1 6

rT −3 −1 −3 0 0 0 0

On décide (presqu’arbitrairement) de travailler avec le pivot défini
sur a2. L’application du premier pivot donne

a1 a2 a3 a4 a5 a6 b
2 1 1 1 0 0 2

−3 0 1 −2 1 0 1
−2 0 −1 −2 0 1 2

rT −1 0 −2 1 0 0 2
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Exemple

a1 a2 a3 a4 a5 a6 b
5 1 0 3 −1 0 1
−3 0 1 −2 1 0 1
−5 0 0 −4 1 1 3

rT −7 0 0 −3 2 0 4

a1 a2 a3 a4 a5 a6 b
1 1/5 0 3/5 −1/5 0 1/5
0 3/5 1 −1/5 2/5 0 8/5
0 1 0 −1 0 1 4

rT 0 7/5 0 6/5 3/5 0 27/5

La solution optimale est

(1/5, 0, 8/5, 0, 0, 4)T

et la valeur optimale est -27/5.
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Pourquoi la non-dénérescence?

Potentiel problème de cycles, car il n’y a pas forcément réduction
de la fonction objectif, même avec un coût réduit négatif.
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