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Dualité : relations a la procédure du simplexe

Résoudre le primal par le simplexe donne la solution duale.

Supposons que le programme

min ¢’ x

t.g. Ax=>b
x > 0.

a la solution réalisable de base optimale x = (xg,0), avec la base
correspondante a B.

Solution du dual
max A\ b
Y
tg. A\TA<cT

en termes de B?
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Relations a la procédure du simplexe

Supposons

A= (B D), xg=B7'b, r}=c)—-ciB'D.

Si x est optimal, rDT >0, et donc

caBID< .
Avec

nous avons

AA=(ATB ATD)
(cg cgB™'D)

(C; Cg) = CT.

IN
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Relations a la procédure du simplexe

Deés lors,
MNA<cT,

i.e. A est réalisable pour le dual.

De plus,
MNb=ctBlb=clxg

et donc la valeur de la fonction objectif duale pour ce A est égale a
la valeur du probleme primal. Dés lors A est optimal pour le dual.
On retrouve le principal résultat du théoreme de dualité.
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Relations a la procédure du simplexe

Théoréme Si le programme linéaire (sous forme standard) a une
solution de base realisable optimale, correspondant a la base B, le
vecteur A t.q. AT = q;—B_1 est une solution optimale du
programme dual correspondant. Les valeurs optimales des deux
programmes sont égales.
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min — X1 — 4X2 — 3X3
t.q.2x1 +2x0 +x3 < 4

x1+2x4+2x3 <6
x1 20, x>0, x3>0.

2 2 1 10 4
1 2 2 016
-1 -4 -3 000
puis
1 1 3 % 02
-1 0 1 -112
3 0-1 2 038
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Ensuite, 5 .
5 10 1 —5 1
-1 01 -1 1 2
2 0 0 1 1 10
On a

La solution optimale est

X1:0, XQZ].7 X3:2.
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Exemple : dual

m/\ax 401 + 67

t.g. 22+ A < -1
21 +2X < -4
A1 +20 <=3
A1 <0, A2 <0.

La solution du dual s'obtient directement de la derniere ligne du
tableau du simplexe, sous les colonnes ol apparait |'identité dans le
premier tableau (comme les coiits initiaux associés sont nuls) :

AT = (-1 -1).
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Multiplicateurs du simplexe

A n'importe quelle itération du simplexe, nous pouvons former le
vecteur AT satisfaisant

A =ciBt
Ce vecteur n'est pas une solution du dual a moins que B ne soit
une base optimale pour le primal. Mais il peut étre utilisé a chaque

itération pour calculer les colits réduits, et il aura une
interprétation économique.

Pour cette raison, le vecteur A7 = cg I B~1 est souvent appelé le
vecteur des multiplicateurs du simplexe.
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Interprétation économique

Comme d'ordinaire, dénotons les colonnes de A par a1, as, ..., an,
et par e1, e,..., ey les m vecteurs unités dans E™.

Etant donné une base B, consistant de m colonnes de A, n'importe
quel autre vecteur peut étre construit comme combinaison linéaire
de ces vecteurs de base.

S'il y a un coiit unité ¢; associé avec chaque vecteur de base a;, le
co(it d'un vecteur construit y a partir de la base peut étre calculé

comme le combinaison linéaire correspondante des ¢/s associés a la
base. L'expression de y a partir de la base est

et le colit associé
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Interprétation économique

En particulier, le colit du vecteur unité e;, quand reconstruit a
partir de la base B, est A;, la j¢ composante de

M =ciBt.
En effet,
T . —
A=A ¢g=cg FB71
Des lors, les )\j-s peuvent étre interprétés comme les prix
synthétiques des vecteurs unités.

Comme
m
y =2 e
Jj=1
nous avons comme coiit pour y
m m
T -1 T
:ZCBB &y :Z)\jyj =Ay.
Jj=1 Jj=1
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Interprétation économique : optimalité

L'optimalité du primal correspond a la situation ou chaque vecteur
ai, ar,...,an est "moins cher” quand construit a partir de la base
que quand acheté directement a son propre prix.

Dans ce cas, nous avons
ANa<¢, i=1,2,...,n,
ou de maniere équivalente

AA<cT.
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Sensibilité
Continuation de l'interprétation des variables duales comme prix.

Considérons le probléme standard,

min ¢’ x

X
t.g. Ax=0>b
x>0

avec la base optimale B et la solution correspondante (xg,0), ou
xg = B~1h. Une solution correspondante du dual est

M =Bt

Sous I'hypothése de non-dégénérescence, de petits changements
dans b ne conduiront pas a un changement de base optimale.
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Sensibilité

Considérons un petit changement Ab. Comme la base optimale n'a
pas changée, la nouvelle solution optimale est

x = (xg + Axg, 0),

ou
Axg = B7LAb.

Le changement correspondant pour la fonction objectif est

Az = cf Axg = AT Ab.

Dés lors, A mesure la sensibilité de la fonction objectif & un petit
changement dans le terme de droite des contraintes d'égalité : un
changement de b 3 b+ Ab conduit a un changement de la
fonction objectif de A7 b,
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Sensibilité et multiplicateurs du simplexe

Puisque \; est le prix du vecteur unité e; quand exprimé a partir de
la base B, il mesure directement le changement dans le coiit a
partir d'un changement dans la j¢ composante du vecteur b. Cela
s'observe aussi depuis la relation précédente

Az = ch Axg = AT Ab.

Des lors, A; peut étre considére comme le prix marginal de b;,
puisque modifier b; en b; + Ab; conduit a un changement de la
valeur optimale de \;Ab;.
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Ecarts de complémentarité

Théoréme : écarts de complémentarite — forme asymétrique
Soit x et A des solutions pour les programmes primal et dual, le
primal étant exprimé sous forme standard. Une condition
nécessaire et suffisante pour que x et A soient tous deux solutions
optimales est que pour tout /

o x,->0:>)\Ta,-:c,-

Q x;:0<:)\Ta,-<c,-
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Ecarts de complémentarité : preuve du théoréme

Sous les conditions énoncées,
ATA-chx=0.

Des lors,

ANb=cx,
et par le corollaire du théoreme de dualité faible, A et x sont
solutions optimales de leur probléme respectif.

De maniere réciproque, si les solutions sont optimales, par le
théoréme de dualité forte,

Ab=cTx,

et donc
ATA-chx=o.

Comme x >0, ATA< c, les conditions tiennent.
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Ecarts de complémentarité

Théoréme : écarts de complémentarite — forme symétrique
Soit x et A des solutions pour les programmes primal et dual, le
primal étant exprimé avec les contraintes linéaires sous forme
Ax > b. Une condition nécessaire et suffisante pour que x et A
soient tous deux solutions optimales est que pour tout i

(1] x,->0:>)\Ta,-:c,-

(2] X;:0<:)\Ta,-<c,-

(3 ) )\j >0=> an = bj

Q /\j =0« an > bj

Démonstration.

Similaire au théoreme précédent. []
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Méthode du simplexe dual

Souvent, on peut obtenir une solution de base du probleme linéaire
non réalise, mais associée a des multiplicateurs du simplexe qui
sont réalisables pour le probleme dual.

Dans le tableau du simplexe, cette situation revient a ne pas avoir
d’'éléments négatifs dans la derniere ligne, tout en ayant une

solution de base non réalisable.

Ceci arrive par exemple si on résoud un probléme, puis on veut en
résoudre un nouveau aprés avoir changer b.

On va travailler sur le probleme dual en partant du tableau primal.
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Méthode du simplexe dual : principes

En termes du primal :
@ maintenir I'optimalité de la derniéere ligne;

o aller vers la réalisabilité.

En termes du primal :
@ maintenir la réalisabilité;

o aller vers |'optimalité.
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Méthode du simplexe dual

On consideére le probleme

min ¢’ x

t.g. Ax=>b
x > 0.

Supposons qu'une base B est connue, et soit
M =ciB L.
On suppose A réalisable pour le dual.

La solution x, = B~1b est dit dual-réalisable.

Si xg > 0, cette solution est aussi primal-réalisable, et est par
conséquent optimale.
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Méthode du simplexe dual

Comme X est réalisable pour le dual,

)\TaJ'SCJ', j:1,2,...,n.

Si, comme d’ordinaire, nous supposons que B est constitué des m
premieres colonnes de A, i.e.

B = (al a ...am),

nous avons

T, _ Tp-1, _ T, _ -

ANaj=cgB aj=cge=c, j=1,2,...,m.
ol ¢ est le j¢ vecteur unité.
En appliquant I'hypothése de non-dégénérescence pour le dual,
nous avons aussi
/\Taj <¢,j=m+1m+2,... ,n
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Méthode du simplexe dual

Un cycle du simplexe, appliqué au dual, reviendra a échanger deux
composantes de A, de maniére a ce qu'une inégalité stricte
devienne une égalité, et vice-versa, tout en augmentant la valeur
du dual.

Les m égalités dans la nouvelle solution détermineront une nouvelle
base.
Soit u' la i€ ligne de B™1, et

XT =T —eut.

Nous avons (avec € > 0)

~NT T i
A aj—/\ aj—euaj.
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Méthode du simplexe dual

Rappelons la notation préalablement introduite

Y
Zj = CBYj-
Des lors,
T, _ Tp-1_ _ _
Aaj=cgB " a; = z.
Comme
i
uaj =Yyi,
nous avons

A aj:cj,j:1,2,...,m, I'75j,
XTa,':C,'—G,

XTaj:zj—ey,-j,j:m+1,m+2,...,n.

Fabian Bastin IFT2505



Méthode du simplexe dual

De plus,
N b=ATb—ecu'b=\Th—exp.

Comme

)\Taj<cj,j:m—|—1,...,n,

nous cherchons a augmenter le terme de gauche, ce qui revient a
considérer les situations ou y;; < 0 dans

Naj=z —eyj, j=m+1,m+2,....n

Nous cherchons a ramener la valeur a ¢j, sans la dépasser (sinon on
violerait les conditions de réalisabilité du dual), aussi nous prenons

zj — ¢j
eozm.in{J Jt.q.y;j<0}.
J Yij
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Algorithme du simplexe dual

Etape 1 Etant donnée une solution de base dual-réalisable xg, si
xg > 0, la solution est optimale : arrét. Sinon, sélectionner un
indice i tel que xg; < 0.

Etape 2 Si tous les y;; > 0, j =1,2,...,n, le dual n'a pas de
maximum. Sinon, calculer

. [zi—¢
60:m.ln{" Jt.q.y,-j<0}.
J Yij

Soit k I'indice correspondant (unique si I'hypothése de
non-dégénérescence s'applique).

Etape 3 Former une nouvelle base B en remplacant a; par ak. En

utilisant cette base, déterminer la solution de base dual-réalisable
Xg correspondante.
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Simplexe dual : exemple

min 3x; + 4x2 + 5x3
X

soumis a x3 +2xp +3x3 > 5
2x14+2x0 +x3>6

X1, Xx2,x3 > 0.

En introduisant des variables de surplus, nous obtenons

min 3x; + 4xo + 5x3

soumis a x1 +2x> +3x3 — x4 = 5
2x1 +2x0+x3— x5 =6

X1, X2, X3, X4, X5 > 0.
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Simplexe dual : exemple

Si nous changeons le signe des inégalités, nous obtenons

min 3x1 + 4x2 + 5x3
X

soumis a —x3 — 2x» — 3x3 + x4 = —H
—2X1—2X2—X3+X5:—6

X1, X2, X3, X4, X5 2> 0.

conduisnat au tableau

x4 -1 -2 -3 1 0 -5
x5 -2 -2 -1 0 1 —6
3 4 5 00 0

La base (as, as) est dual-réalisable comme tous les coiits réduits
sont non-négatifs.
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Simplexe dual : exemple

Nous devons sélectionner une composante de xg qui sont
strictement négative pour la retirer de I'ensemble des variables de
base. Prenons par exemple x5 = —6.

Nous devons alors calculer les rapports
4—G
Y2j

ou, en d'autres termes, les rapports entre |'opposé des colits
reduits et les élements de la seconde ligne. Le plus petit rapport
(strictement) positif est obtenu avec I'élément yi; :
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Simplexe dual : exemple

Apres le pivot, nous avons

x 0 (1) -3 1 -} -2
x 1 0 % 0 -3 3
1 L o0 2 -9
puis
xx 01 3 -1 % 2

—
o
|
N
=
|
—
[

X1

La solution (1,2,0) est optimale.
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Simplexe primal-dual

L'idée est de travailler simultanément sur le primal et le dual.

Principales idées :
@ trouver une solution réalisable pour le dual;

@ |'améliorer a chaque étape en optimisant un probleme primal
restreint associé ;

@ essayer de statisfaire les conditions d'écart de
complémentarité.

Il s'agit de la variante du simplexe la plus efficace pour les
problémes de flots dans les réseaux.
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Simplexe primal-dual

Considérons a nouveau le primal

min ¢’ x

X
t.g. Ax=>b
x > 0.
et son dual
max A\ b
Y

tg. A\TA<c'

Etant donné une solution réalisable A pour le dual, définissons
P= {i | )\Ta,- = C,'}.

Vu que X est supposé réalisable, cela implique
Maj<qc, i¢P.



Simplexe primal-dual

Correspondant a A et P, nous définissons le probleme primal
restreint associé

min 17y
y
t.g. Ax+y=0>
x>0, x;=0pouri¢P
y=0
ou 1 designe the vecteur (1,1,...,1).

Le dual associé est appelé dual restreint associé

max u’ b
u

tq.u'a<0,ieP
u<l.

Fabian Bastin IFT2505



Théoreme d'optimalité primale-duale

Supposons que X est réalisable pour le dual et que (x,y) est
réalisable pour le primal restreint associé, avec y = 0 (de sorte que
(x,y) est une solution optimal). Alors, x et X sont optimaux pour
les programmes primal et dual originaux respectifs.

Démonstration.

x est clairement réalisable pour le primal : Ax = b. Nous avons
aussi, par définition de P, AT a; = ¢, si x; # 0, de sorte que

c"x =T Ax.
En combinant ces deux observations, nous avons

c"x=\Tb,

impliquant I'optimalité de x et \. O
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Algorithme primal-dual

Etape 1 Etant donné une solution réalisable A9 pour le dual,
déterminer le primal restreint associé.

Etape 2 Optimiser le primal restreint associé. Si la valeur optimale
de ce primal restreint associé (impliquant y = 0), la solution
correspondante est optimale pour le primal original, en vertu du
théoreme d'optimalité primale-duale; arrét.

Etape 3 Si la valeur optimale du primal restreint associé est
strictement positive (i.e. if y # 0), la solution optimale de ce
primal restreint associé n’est pas réalisable pour le primal, et on
cherche a améliorer la solution réalisable du dual avant de
déterminer un nouveau primal restreint associé.
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Algorithme primal-dual

Etape 3 (suite) Obtenir du tableau du simplexe du primal
restreint la solution ug du dual restreint associé. S'il n'y a pas de j
pour lequel ug—aj > 0, le primal n’a pas de solution réalisable;
arrét. Sinon, construire le nouveau vecteur dual réalisable

A= Ao + €oup,
ou -
. Ci — Ay a;
€0 = min %OJUOTaj>O .
J UO aj

Retour a I'étape 1, en utilisant ce \.
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Algorithme primal-dual : preuve

Dans I'étape 3, il est indiqué que u(;’—aj < 0 pour tout j implique
que le primal n'a pas de solution réalisable.

Si ug a; < 0 pour tout j, le vecteur
Ae = Ao + €ug

est réalisable pour le probleme dual pour toute valeur positive de ¢,
comme
MNA=MNA+eudA<cT.

De plus, comme
ugb=1"y >0,
nous voyons que la quantité
M b=Xb+eudb,

est non bornée, lorsque nous augmentons €. Du théoreme de

dualité forte, le primal n'est pas réalisable.
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Algorithme primal-dual : preuve

Supposons a présent que pour au moins un j, ug—aj > 0.

A nouveau, définissons
Ae = Ao + €ug

Par construction,
ud a; <0, Vi e P.

Pour un € positif assez petit, A est réalisable pour le dual, et nous
pouvons augmenter € jusqu'a transformer une des inégalités

)\Z—aj<Cj,j§éP

en égalité. Ceci détermine €g et un indice k correspondant.
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Algorithme primal-dual : preuve

Le nouveau vecteur A correspond a une valeur accrue de la
fonction objectif duale :

Ab =\ b+eudb.
De plus, le nouvel ensemble correspondant P inclut I'ndice k.

Pour tout autre indice i t.q. x; > 0 est dans p aussi, comme en
vertu de I'écart de complémentarité,

ug—a,- == 0,
pour un tel i, et dés lors

T T T
A a; :)\0 a; + €Uy aj = ¢;.
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