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Exemple sur le simplexe dual et primal-dual

On consideére le probleme

min 3x; + 4xo 4+ 6x3 + 7x4 + X5
X

s.a.2xy — xo +x3+6x4 —5x5 > 6
x1+x2+2x3+x4+2x5 > 3
X1, X2, X3, X4, X5 > 0.
Le dual est

m)?x 61 + 3\

21+ <3
— M+ <4
A +2X <6
X1+ X <7
—bA+20 <1

M, A € R.



Admissibilité du dual

Comme tous les coefficients dans la fonction objectif sont
strictement positifs, une solution réalisable pour le dual est

A = (0,0).

Nous savons de plus que I'admissibilité de A est équivalente a
I'existence d'une solution primale satisfaisant les conditions
d’'optimalite en termes de colits réduits, mais violant possiblement
les contraintes de non-négativités.

Essayons de démarrer le simplexe.
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Forme standard

min 3x1 + 4xo + 6x3 + 7xa + X5
X

s.a.2x1 —xp+x3+6x4 —5x5 — x5 = 6
X1+ X0 +2x3+x3+2x5 —x7 =3

X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7 > 0.

Nous n'avons pas la forme canonique, mais nous pouvons
facilement I'obtenir en multipliant les contraintes par -1 :

min 3x; + 4xo + 6x3 + x4 + X5

s.a. —2x1+xp —x3 —6xg +5x5 + x5 = —6
— X1 — X0 —2x3 — X4 — 2x5 + x7 = —3

X1, X2, X3, X4, X5, X, X7 > 0.
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Forme standard

Probleme : la base associée a xg, x7 n'est pas réalisable vu que les
termes non-nuls de la solution de base associée, a savoir xg = —6,
x7 = —3, violent les contraintes de non-négativité.

Le dual, lui, devient

m}'f)x —6A1 — 3\
—2X\1 — X <3
Al — A <4
— A1 =2 <6
— 6N — X <7
bA1 — 2 <1
AL, A €R.
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Forme standard : dual

(A1, A2) = (0,0) reste réalisable, et donc nous savons qu'il existe
un x pour lequel les conditions d'optimalités sur les cofits réduits
sont satisfaits.

On peut en déduire la motivation du simplexe duale :
@ conserver les conditions d'optimalité et la réalisabilité duale;

o forcer la realisabilité primale (et partant de la, trouver une
solution primale optimale).
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Simplexe dual

Sous forme de tableau, cela donne

x —2 1 -1 -6 5 1 0 -6
x -1 -1 -2 -1 -2 0 1 -3
3 4 6 7 1 00 O

On doit décider d'une variable qui va quitter la base, car de
mauvais signe. |l n'y a pas de régle de sélection ici; on se contente
de sélectionner une ligne avec un terme de droite strictement
négatif.

Supposons que nous choisissions x7.
On calcule les rapports entre la derniére ligne et la ligne de x7, en

se limitant aux entrées strictement négatives. On sélectionne le
minimum en valeur absolue de ces rapports.
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Simplexe dual

De ce qui précede, le pivot est sur xs :

x —2 1 -1 - 5 1 0 -6
X7—1—1—2—1@01—
3 4 6 1 00 O
conduisant au nouveau tableau
9 3 17 5 27
X —3 —3 6 -3 01 35 -5
x LY 1 7 1 7109 1 3
23 3 ° %
2 2 9 7 00 53 -3
Il faut a présent faire sortir xg. Les rapports a considérer sont g, %
2, B et le minimum est 5. La variable entrante est donc x;.
Cela donne
x 1 3 3 ¥ 0 -3 -5 3
11 % 3
X5 O g 3 —9 1 9 —9 0
5 32 5 17
033 1 0 3 5 -9
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Simplexe dual

On en déduit la solution primale
x* =(3,0,0,0,0)

associée a la solution duale

5 17
A= (=2 ).
(5-5)

Les valeurs optimales primales et duales sont égale a 9.
On peut noter la correspondance entre les variables de base et les

contraintes duales, comme seules les premiére et cinquieme
contrainte du dual sont actives.
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Simplexe primal-dual

Il peut y avoir un grand nombre de rapports a calculer, ce qui peut
étre coliteux s'il y a un grand nombre de variables et de
contraintes, et il n'est pas toujours aisé d'avoir la forme canonique.

On va essayer de limiter le nombre de variables qui peuvent étre
candidates pour entrer dans la base, et introduire des variables
artificielles pour avoir une forme canonique initiale facile a définir.

On part du primal :

min 3x; + 4xo + 6x3 + 7x4 + X5
X

S.a.2x1 — X2+ x3+6x4 —5x5 — X6 =6
X1+x04+2x3+x4+2x5 —x7 =3

X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7 > 0.
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Simplexe primal-dual

Probleme artificiel :

min 3x1 + 4xo + 6x3 + 7xa + X5
X

SA.2x1 — X0+ x3+6xa —5xs —xg+y1 =6
X1+ X0+ 2x3+ x4+ 2x5 — x7+yo =3

X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, Y1, y2 = 0.

Tableau :
2 -1 1 6 -5 -1 0 1 0 6
1 1 2 1 2 0 -1 01 3
-3 0 -3 -7 -3 1 1 0 0 —o.

On pourrait continuer la phase 1, mais on veut résoudre
directement le probleme.
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Simplexe primal-dual

Regardons du c6té du dual du probleme initial :

m/ex 61 + 3

221+ X2 <3

— A1+ <4
A1 +2X0 <6
61+ X <7
-5\ +2X <1
-2 <0

— X <0
AL, A2 €ER.

Une solution admissible du dual est, comme précédemment,
A1 =X =0.



Simplexe primal-dual

Ajoutons au tableau les valeurs des contraintes du dual, sous la
forme ¢; — A\ a; :

2 -1 1 6 -5 -1 0 1 0 6
11 2 1 2 0 —-101 3
-3 0 -3 -r 3 1 1 00 -9

3 4 6 7 1 0 O

Soit P I'ensemble défini comme
p % {i|ATa; = ¢},
i.e. 'ensemble des indices des contraintes duales actives. lci,
P={6,7}.

Notons toutefois que dans le cas présent, malgré le caractere actif
de deux contraintes du dual, les variables primales associées sont
hors-base. Ces contraintes pourront dés lors devenir inactives plus
tard.



Simplexe primal-dual

On va se tourner vers le dual pour décider de la variable primale a
entrer dans la base, tout en maintenant |'admissibilité du dual (et
donc implicitement de I'existence des conditions d'optimalité pour
le primal).

Dual restreint :
max 6u; + 3up
sa. —u <0
—uwn <0
u <1
u» < 1
u,up €°R.

Ce dual a comme solution immédiate u; = 1, up = 2, mais en fait,
celle-ci ne nous intéresse pas vraiment.
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Simplexe primal-dual

Par contre, on peut observer que la ligne des colits réduits, limitée
aux variables primales originales (hors variables artificielles), donne

les valeurs
—uTa,-, Vi.

En effet, a I'optimalité pour le primal restreint, comprenant les
contraintes x; = 0 pour i ¢ P, nous avons comme valeurs sur la
ligne des colits réduits

cT—uTA=0,

ou B est la base optimale du primale restreint, hors, les
composantes de ¢ correspondant aux variables primales originales
sont nulles.

Deés lors, il n'est jamais nécessaire d'écrire explicitement le dual
restreint, ni de chercher la solution duale explicitement.
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Simplexe primal-dual

On voudrait rendre une des contraintes duales inactives active,
autrement dit, introduire un zéro supplémentaire dans la derniére
ligne.

Pour ce faire, on calcule le rapport entre les deux derniéres lignes,
en se limitant aux éléments négatifs de |'avant-derniere ligne.

Ici, on obtient les rapports 1, 2, 1. Le minimum est donc 1,
conduisant 3 annuler ¢; — AT aj et ¢4 — A as.

Le tableau devient (en ajoutant une fois la troisieme ligne a la
quatrieme)

2 -11 6 -5 -1 0 1 0 6
11 2 1 2 0 -101 3
-3 0 -3 -r 3 1 1 00 -9

o 4 3 0 4 1 1
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Simplexe primal-dual

A présent, P = {1,4}. x; et x4 peuvent entrer dans la base comme
les contraintes duales associées sont a présent actives. Par contre,
les variables d'écart xg et x7 sont a présent exclues de |'ensemble
des variables candidates.

Le primal restreint s'écrit

min y; + yo
s.a.2x1 +6x4+y1 =6
X1+Xxs+yr=3

X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, Y1, Y2 > 0.
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Simplexe primal-dual

On applique le simplexe primal a ce probleme.

2 -1 1 (6) 5 -1 0 10 6
1 1 2 1 2 0 -101 3
-3 0 -3 -7 -3 1 1 0 0 -9
0 4 3 0 4 1 1
donne

1 1 1 5 1 1

i 1 1 ¢ 5 _1 g 1 g 1
3 L2 A 2

32 67 611 0 617 61 1 76 L 2

-3 6 5 0 % -5 1 § 0 -2
0o 4 3 0 4 1 1

On échange a présent x; avec y» (un échange avec x4 créerait un
danger de cycle, et de plus, en veut annuler les variables
artificielles).
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Simplexe primal-dual

Aprés application du pivot, nous obtenons

o -3 -3 1 -9 _1 1 1 _1 9
i 4 4 4 2. 4 2
7 11 17 1 3 1 3
12 % 0 %7 3 -3 -3 3 3
0 O 0 0 O 0 0 1 1 0
0 4 3 0 4 1 1

On s'arréte comme y; = y» = 0.

La solution optimale est (3,0,0,0,0).

La solution duale (identifiée a partir des contraintes duales au
niveau des variables d'écart) correspondante vaut cette fois (1,1).

Les seules contraintes actives dans le duale sont les premiére et
quatrieme contraintes.
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