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Forme matricielle de la méthode du simplexe

Utile pour mieux comprendre, et construire des variantes.

Soit
A = [B D]

ol nous supposons que B est une base, et décomposons x et ¢ de
maniere similaire:

x = (xg,xp), c¢=(cg,cp).

Le programme linéaire standard devient
min z = chB + chD
X

t.q. Bxg + Dxp = b
xg > 0, xp > 0.
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Forme matricielle de la méthode du simplexe

La solution de base associée, que nous supposons également
réalisable, devient

x = (xg,0), xg = B~!h.
Des lors,
xp = 0.
Plus généralement,
xg = B7'b — B™!Dxp.
et
z=cg (B"'b— B 'Dxp) + cHxp

—¢IB b+ (cg - cgsfln) XD.
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Forme matricielle de la méthode du simplexe

Ceci permet s’exprimer n'importe quelle solution en termes de xp.
Des lors,
rp=ch —cgB7ID

est le vecteur des colfits réduits.
En d'autres termes,
(A b> (B D b)
T =\ T
c' 0 cg ¢ O
Forme canonique: on multiplie la partie supérieure par B™! et on

récupere |'expression de |'objectif en termes de colits réduits pour
la partie inférieure:

I B~!D B~ !b
0 ¢} —ciB'D —¢fB7'b
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Méthode du simplexe révisée

Converge souvent en O(m).

La méthode revisée ordonne les calculs afin d’éviter les opérations
inutiles, en particulier pour les variables non concernées par les
pivotages.

Soit B! I'inverse de la base actuelle, et la solution actuelle

xg =yo = B~ !b.

Etape 1 Calculer les coefficients de colits réduits actuels
rb =cp —cgB'D
On calcule d'abord
AT =3B!
puis
rp =ch —A'D.
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Méthode du simplexe révisée

Etape 2 Déterminer le vecteur ag qui va entrer dans la base en
sélectionnant le coiit réduit le plus négatif, et calculer

_p-1
yqo =B "ag,
donnant |'expression de a, en termes de la base actuelle.

Etape 3 Si aucun yjg n'est > 0, arrét: le probleme n’est pas borné.
Sinon, calculer les rapports yig/yiq pour yig > 0 pour déterminer le
vecteur qui va quitter la base.

Etape 4 Mettre 3 jour B™! et la solution actuelle B™*h. Retour 3
["étape 1.

La mise 3 jour de B™! se fait en effectuant I'opération classique de
pivotage, constituée de B! et Yq: OU le pivot est I'élément
approprié dans yg. On en profite pour mettre a jour B~ 'b.
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max 3x1 + x» + 3x3
X

t.q. 2x1 +x0 +x3 <2
X1 +2x04+3x3 <5
2x1+2x0+x3 <6
x12>20, x>0, x3>0

Apres ajout des variables d'écarts:

max 3x; + x» + 3x3
X

t.g. 2x1+x0+x3+x4 =2
X1 +2x0+3x3+x5 =5
2x1+2x0 +x3 +x6 = 6
x1 20, x>0,x3>0
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Tableau:
al arz a3 d4 4dp dg b
2 1 1 1 0 0 2
1 2 3 0 1 0 5
2 2 1 0 0 1 6
¢c" -3 -1 -3 0 0 0 O
On se limite a
Var XB
x 1 0 0 2
X5 010 5
xs 0 0 1 6

Nous avons
AT =¢{Bt=(0 0 0)B*=(0 0 0)

et

rb=cH—A'D=(-3 -1 -3).
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On fait entrer ay (violant la regle du coiit le plus négatif)

Var XB Y2
xx 100 2 (1

x 0 1 0 5 2

x 001 6 2

Var XB

X2 1 00 2

x —2 1 0 1

x —2 0 1 2

Nous avons
1 0

lov)
w
|
|
N
=
o
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Nous avons également
cg=(-1 0 0),
et des lors
AT =¢B!
1

=(-1 0 0) -2
-2

=(-1 0 0)

o = O
= O O

Les colits reduits se calculent de maniere similaire
2 11
(<3 =3 0)—(-1 0 0)f1 3 0)]=(-1 -2 1)
2 1 0
En d'autres termes,
n=-1 nrnn=-2, n=1.
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00 1

2 10 31 =11
-2 01 1
Le variable entrante retenue est x3, et on construit le tableau

Var

3
X2 1 1

X5 —
X6 —

NN

o = O

= O O
X

N R Ng

-1

Apres le pivot:
Var
X2 3 -1
X3 -2 1
x —4 1

x
W= =y

0
0
1
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Var X8 Y1
xx 3 -10 1 (5
x3 -2 1 0 1 -3
xx -4 1 1 3 -5
ST
x3 —5 5 05
xx —1 0 1 4
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x=(1/5,0,8/5,0,0,4) est une solution optimale.
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Simplexe et décomposition LU

B! n’apparait que dans la résolution de systemes linéaires. Mais
dans ce contexte, on ne calcule jamais B~ pour des raisons de
stabilité numérique.

Reformulons le simplexe pour faire apparaitre les termes linéaires.

Etape 1
XB = Yo,

avec
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Simplexe et décomposition LU

Etape 2 Résoudre
AB=c¢g,

et
rb =cb — A'D.

Sirp > 0, stop: la solution actuelle est optimale.

Etape 3 Déterminer le vecteur ag qui va entrer la base en
sélectionnant le coefficient de colit réduit le plus négatif, et
résoudre

By

g = aq-

Etape 4 Si aucun y;, > 0, stop: le probléme est non borné. Sinon,
calculer les rapports y;o/y;, pour y;, > 0, et sélectionner le rapport
le plus négatif pour déterminer quel vecteur sortira de la base.
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Simplexe et décomposition LU

Etape 5 Mise a jour de B. Retour a I'étape 1.

Cette maniere de formuler le simplexe offre
© une meilleure stabilité numérique,

@ des avantages de stockage mémoire (par exemple, si B est
une matrice creuse, B™! peut étre pleine).

On décompose B comme

oll
@ L est une matrice triangulaire inférieure,

@ U est une matrice triangulaire supérieure.
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Simplexe et décomposition

Alors

Bx =b,
< LUx=b
< Ly=b, y=0Ux

Résoudre un systeme triangulaire est immédiat!

a X1 by
ar  ap x| = | b2
a1 a3 as3 X3 b3
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Résolution de systeme triangulaire

x1 = b1/an
xp = (ba — a21x1) /a2

x3 = (b3 — a31x1 — az2x2)/as3

Conditions: a;; # 0, V.

Note: on ne suppose aucun échange de ligne (parfois opéré pour
préserver la précision et le caractere creux).

Mise a jour:
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Résolution de systeme triangulaire

Nouvelle base

B=|ay a .-+ a,_1 axy1 - ap aq
Alors
L !B = L_lal L_lak,1 L_lak+1 L_lam L_laq
_ L—l
=\u1 ... U1 Ugy1 ... Um dq
=H
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Résolution de systeme triangulaire

En effet
B=LU
= (al am) =1L (u1 . Um)
oLt (a1 e am) = (u1 um)

H a la forme

X X X X X X

0 X X X X X

0 0 X x x X

0 0 X X X X

0 0 0 x x X

0 0 0 0 x x
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Résolution de systeme triangulaire

L_laq est un sous-produit du calcul de y,, aussi c’est "gratuit”.

H peut étre ramené a une forme triangulaire supérieure grace a
une série d'éliminations de Gauss.

U=M,_ 1M, .. M(H

ou M; a la forme

m;l
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Résolution de systeme triangulaire

avec

M1 = 1
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