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TRANSFORMEE DE FOURIER
NOMBRES COMPLEXES (RAPPEL)

Imaginaire

b (a,b)
o

7 a

a Reelle

(a,b) «4» a+ jb 4» Rcosa + jRsina

Notation : exp(ja) = cosa +jsina, j2= -1

a—+ jb= Rcosa—+ jRsina = Rexp(ja)

R = Va*+V? Amplitude
a = arctan(b/a) Phase

Propriétés

a+ jb = Rexp(ja) a—jb= Rexp(—ja) Conjugué
R1exp(jf) * Rzexp(ja) = RiRz2exp (j(6 + o)) Multiplication

d
d—(Rexp (jo)) = jRexp (jo) Dérivée
67

Notations Complexes des Fonction sinus et cosinus

cosx = %(exp(jx)-i—exp(—j:z:))
sinz = %j(exp(jx)—exp(—ja:))

TRANSFORMEE DE FOURIER
CONVOLUTION 1D -FONCTIONS CONTINUES-

—+oo
(Fr9)@ = [ f@®gla—t)at
f@® g(t)
1
1/2
1 ¢ 1 t
g(-t) g(x-t)
’7 1/2 ’—T 12
-1 t x t
ft)g(x-t) f)g(x-t)
O<x<1 I1<x<2
x t t
(f+8)(x)
1/2
1 x
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TRANSFORMEE DE FOURIER
NOTION DE SPECTRE & SERIE DE FOURIER (1)

NOTION DE SPECTRE
e Signal sinusoidal de fréquence fo » f(z) = ccos(2n fox)
(c est I'amplitude du signal et T'=1/fp, sa période)

Notation complexe » f(z) = £(exp (27j fox)+exp (—27j foz))

TRANSFORMEE DE FOURIER
NOTION DE SPECTRE & SERIE DE FOURIER (2)

SERIE DE FOURIER
Soit f(z), un signal périodique de période T'=1/fy

Spectre physique
c
NraN " 0 e f
05 / \ / \ / \ ) .
0 \ / \ / Spectre mathématique
05 \ / \ /
NI RN BN e
-2 1 0.5 [ 05 1 fo 0 + f f
fx) Spectre
e SiT— o0, (fo—0)
a a
x | f

o f(z) = a+ 5(exp (27) for) + exp (=27 fox))

Spectre
cl2

fo f

flx) Spectre
Cco/2
T=1/fo | I"2 cs
l
° x ° fo f1 f2 f
flz) = %—I—ZAncos(anfox)+Zanin(27mfox)
) Tn=l n=1
A, = ?/ f(x) cos(2mnfox)dx n>0
0
T
B, = 3/ f(x)sin(2rnfoxr) dx n>0
T Jo

<=> f(z) = Y Cncos(2rnfox + 6n) + Co/2

n=1
B
ol Cp=1\/A24+B2 et #,=arctan (An)
n

Spectre de raies

e Cp/2 «4» Niveau moyen du signal
e fo «4» Le fondamental

e nfy «4» Les harmoniques




TRANSFORMEE DE FOURIER
NOTION DE SPECTRE & SERIE DE FOURIER (3)

Preuve de : Asin(kx) 4+ Bcos(kx) = Csin(kx + 0)

Asin(kxz) + Bcos(kx) =

«/A2_|_B2<#
VA? + B?

sin(kz) + ——2 cos(k:x)> (1)

A2 4 B2

2 2
: A B —
Puisque, <7\/m> + (f@) 1

Il existe un 6, tel que, Tars cosf et s sin @

Ainsi, on obtient,

(1) <= VA?+ B*(cosOsin(kz) + sind cos(kz))

<=> Csin(kz + 0)

avec C = /A% 4+ B? (Amplitude)
et 6 =arctan(B/A) (Phase)

Exemple :

I T T

N NSNS\
N N NSNS

NN/
vV VOV OV

3 sin(kx)

4 cos(kx)

5 sin(kx + 0.3r)

TRANSFORMEE DE FOURIER
NOTION DE SPECTRE & SERIE DE FOURIER (4)

Série de Fourier de I'onde carrée 1D

1 -

-3 -2m -7 0 e 2|7 3In x

flz) = % + n; Ay cos(2mnfor) + Y Bysin(2mnfor)

n=1

£(2) =i<sinx+sin3x+sin5x sin(2p + 1)x+...>

1 3 5 2p+ 1
7 S -
1t -
J'd- H\
£ J
y 0 .
-1 . Tx
‘\
. e R . sin 3x  sin5x Y .
8, = —|[sin x + +
- - e -1 b4 3 5 e

Note :

Signal impair «» constitué de fonctions sinus

Signal discontinu «» demande une infinité d'harmo-
nigues pour une bonne reconstruction

Signal a moyenne nulle «» Ao =0




TRANSFORMEE DE FOURIER
NOTION DE SPECTRE & SERIE DE FOURIER (5) _
TRANSFORMEE DE FOURIER

FORME COMPLEXE D'UNE SERIE DE FOURIER TRANSFORMEE DE FOURIER 1D 1)
» Plus facile de manipuler des exponentielles complexes ) L . . )
que des fonctions trigonomeétriques Un signal non périodique » lim signal » spectre continu
T—o0
[e%e} oo
f@) =) Cucos(@rnfor +0.) + Co/2 Flf(@)] = F(v) = / f(z) exp (—2mjve) de  velR
n=1 —00
[e%e} Cn
=Z (? (exp (27 jnfox) exp (j0n) + exp (—2mjn fox) exp (—j9n)>) + Co/2 n
o0
" FUFW)] = f(z) = / F(v) exp (2mjvz) dv
=Z (Dn, exp (2mjnfox) + D) exp (—27Tjnfox)> + Co/2 -
n=1
ol z coordonnée spatiale
avec Dnz%exp (j@n)zé(An—jBn),Vn>O et Doz%_ et v coordonnée spectrale

D,, «» Coefficients de Fourier, généralement complexes.

Pour les signaux réels, on montre que «» D = D_, > Continuum de fréquences harmoniques

n=-o00 F(v) = R[FW)]|+JI[F()] =RW)+jI(v)
f(z) = z D, exp (27jn fox)
n=—oo F(v) = [F(v)|exp[jP(v)]
1 .
b = E(An i Spectre d'amplitude : |F(v)| = \/R(u)2 + I(v)?
1 [T 17 , '
= ?/O f(z) cos(2mn foxr) dx — ]?/o f(z)sin(2rn fox) dx Phase - ®(v) = arctan (}I{((l/)))

T
o< / f(z)exp (—2mjnfox) dz
0 Principe du filtrage :

» Modification de la phase et du spectre d’'amplitude
Représentation des D, : d'un signal

Parties réelles et parties imaginaires «» (an,b,)
Modules et arguments «» (c,, 0y)




TRANSFORMEE DE FOURIER

TRANSFORMEE DE FOURIER -CAS PARTICULIER- (2)

a)

f est paire » F(v) est réel

+o0
F(v) = / f(z)(cos2nvx — jsin2nvz) dx

—00

Or les fonctions z — f(x) cos2nvx et x — f(z)sin 2nvx
sont respectivement paire et impaire. Donc,

b)

Cette fois, on a,

“+o0 —+o00
/ f(z) cos22nvrdr = 2 / f(x) cos2nvx dx
0

—00

o0
et, / f(x)sin2rvxdr =0

—00

f est impaire » F(v) est imaginaire pure

+o0
/ f(x)cos2nvrdr =0

—0o0

c) | f est réelle » symétrie hermitienne |

d)

R[F(v)] est paire et Z[F(v)] est impaire

f est paire » F=F1

fx)—F=F1->F()
FW)—F=F1-> f(2)

10

TRANSFORMEE DE FOURIER

TRANSFORMEE DE FOURIER -EXEMPLE- (3)

Fonction “Porte”

f(x)

-1/2

F(v)

F(v)

! M(z) =1 si |x|§%
5 N(z)=0 si |z[>3
0 ]IJZ X
“+o0 1/2
/ f(z)exp (—2njvx) dor = / exp (—2mjvx) dx
oo ~1/2
‘ 1/2
T lexp (—2mjva)] 1
—~——[exp (—mjv) — exp (mjv)]
2mjv
———[cos(nv) — jsin(nv) — cos(wv) — jsin(wv)]
2mjv
sin(mv) = sinc(v)
TV

TF de la fonction porte
15

0.5

-0.5

11




TRANSFORMEE DE FOURIER
= TRANSFORMEE DE FOURIER -EXEMPLE- (5
TRANSFORMEE DE FOURIER ®)
TRANSFORMEE DE FOURIER -EXEMPLE- (4) \Fonction Gaussienne\
Fonction impulsion ‘ Soit f(z) = exp (—mz?)
Soit la fonction M¢(z), définie par, too
. F(v) = exp —nx? exp (—2mjvx) dx
o Ly <t ) /Oo< ) exp (—2mjva)
Mr(e) = 2N(7) = oo
0 si |z|>ZL = exp(—mv?)exp (TrVQ)/ exp (—mwz?) exp (—27wjra) d
—0o0
1 in T e
].“<_ ﬂ(f)) _ Sinmvi = exp(—7ﬂ/2)/ exp (—m(z + jv)?) da
T T v —00
oo
i i = exp(—n?) exp (—rw?) dw (w =z jv)
Lorsque T — 0, la limite obtenue, qui n’est pas une J
fonction, est appelée distribution de Dirac et noté ¢ = -
F(v) = exp(—m?)
]:(6) =1 spatial spectral
f(x) :
f(x)
2T
: T i I_IT sT->0 6 1
T2 T4 |0 T 17 0
.7-"[ ! xp( xz)] exp( 2222)
—_— == — LT OV
V2mo 202
12 13




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -PROPRIETES- (6)

“+oo

+oo
F(v) = / f(@)exp (—2mjvz)dex & f(z) = / F(v)exp (2njvx) dv

oo oo

F — F~1! en échangeant,

f en F
X en 174
Jj en —j

» Toute propriété de F est donc vraie pour F~1 en
tenant compte de cette transposition

1. Linéarité
Si F(f) =F et F(g9) =G,

(FOMf +p9) = AF + 4G |

FYOF 4 pG) = M + pg

2. Transformée de f(ax)

Flf(aa)) = 7 (%)

ja|  \a

3. Transformée de f(x-x0)

Ff(x — z0)] = exp (—2jmvzo) F(v)

]-“—1[F(u —vp)] = exp (2njrox) f(x)

14

TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -PROPRIETES- (7)

La transformée d'une porte décalée est

sin
FIN(z — z0)] = exp (—2jmvmo) x &
vz
Plus généralement, on a
1 T — xo sinmTvT
]-"[—I‘I( )}:ex —27] X
T 7 p (—27mjvzo) g

SiT — 0, on en déduit, en posant

]_ _
b2, = 6w — 20) = lim ;n(”” =)

T

i.e., la distribution de Dirac translatée en zg. On obtient

F(6z,) = exp (—27mjvxo)

fx)

1/T +

X0

X0

x0-T/2 xo+T/2 x

15




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -PROPRIETES- (8)

4. Transformée de f(x)

FIf'(@)] = 2jmv F(v)

De méme, pour F 1, FUF (V)] = —2jrz f(x)

Plus généralement, si f(")(z) existe et posséde une TF,

FUM@)] = 2jm)"F(v) et FHFW W) = (~2jme)"f(«)
-TF de la fonction triangle A(z)-

¥ =n(e+1)-n(e-2)

fx) )
1 +1
| 12
-1 0 +1 x -1 -1/2 03 +1 x
-1
sin 1 1
2jrv F(v) = - [exp (—27ij(——)) _exp (—iju(—)ﬂ
TV 2 2
sin
2jrv F(v) = LI 2j sinwv
vz
sin 2
Flv) = ( 7”’)
vz

16

TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -PROPRIETES- (9)

5. Transformée du produit de convolution

Produit de convolution :
+o0

(f % 9)(z) = / F(Og(e — 1) dt

— 00

On démontre que si F(f) = F et F(g) = G alors,

’f(f*g):FxG‘

De la méme facon pour F~ 1 on a,

FYUF«G)=Ffxg

].'
* — X
]:—1
X %
-Exemple-
sin T\ 2
FIA@)) = (5
vz
sin sin
f[/\(.’l})] — | ﬂ'Vx N v
vz vz
sin
or, FlN@)] = X
vz
donc, AN=T1xT1

17




TRANSFORMEE DE FOURIER
PERIODICITE ET ECHANTILLONNAGE (1)

Note sur la distribution de Dirac
1 €T
5(z) = lim —n(—) — Iim N
(w) T—0 T T T—0 T(x)

On définit de la méme facon

(x — x0) = 0z, = lim 1 n(:c—a?o)

70T T
Propriétés
f(z)o(z) = f(0)d(z)
f(@)é(z —z0) = f(zo0)d(z — z0)
f(x) 3(x-x0)=f(x0) &(x-x0)
fx)
ol 4 (x-x0) x 0l x
fl@)xs = f(z)
f(@) %6z, = [f(z— o)
Flf(z) exp(2jmror)] = F(v—wo)
f(x) *3(x-x0) =f(x-x0)
e /\T\ 4/\
0" 3(x-xo0) £ 0 x

18

TRANSFORMEE DE FOURIER
PERIODICITE ET ECHANTILLONNAGE (2)

Peigne de Dirac

On appelle “peigne de Dirac”, la distribution noté III(z),

définie par
n=-oo
M (z)= > 6(z—n)

n=—oo

Le peigne de Dirac est invariant dans la TF

2 3

n=-+o0

n=-+o0

]—“( Z 5(x—n)>= Z (v —n)

n=—oo

n=—oo

Dans le cas d'un peigne de période T

n=-+oco 177,:—|—oo n
]—'( §(z — nT ) == s
> se-m) =Y s
n——oo n=——0o0
Wi (x) F
' ‘ T
-;T 0 T 2T 3T x -1/T 0 1/T 2/T v

19




TRANSFORMEE DE FOURIER
PERIODICITE ET ECHANTILLONNAGE (3)

Transformée de Fourier d’une fonction périodique

Soit f(x) une fonction périodique, de période T" = 2%
définie par la fonction “motif” fo(z)

{ fo(z) = f(xz) si zeA
folx) =0 si z&A
f(x)
fo
x0 xo+T x
i
A
n=+o0 n=-o00
f@=Y folw—nT)=foa)« > 8(z—nT)
En appliquant la TF
n=-oc0
F(v) = Fuy(v) x %n;w 5(1/ — %)
e 1 n n
re) = 3 5 R(3) (v -7)
e n 1
soit, F(v) = nzz_oo Cn 5(1/ - E> avec ¢y = Fo(

» Spectre de raies

20
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T

)

TRANSFORMEE DE FOURIER
PERIODICITE ET ECHANTILLONNAGE (4)

Transformée de Fourier d’une fonction échantillonnée

On peut représenter une fonction f échantillonnée avec
la période d'échantillonnage T,

n=-o0 n=-+oo
f(x) Z To(x —nT,) = Z T f(nTe) 6(x — nTe)

flx)

2Te -Te |0 Te 2Te *

En appliquant la TF, on obtient

F(f@ njfo Tz =nT)) = F@)» niiooé(” 1)

n=-o0

= n_Z@F(V—%)
= G_(l/)
G(v) ‘

SN N
—vo 0 vo 1/Te v
2vo

21




TRANSFORMEE DE FOURIER
THEOREME DE SHANNON

G(v)
P pre—
2vo

On peut “isoler” F(v) en multipliant par
F(v) = Gv) x n(L)
210

d'ou, en appliquant F~1

n=-o00

. _ . sin 2wvox
f(z) = n;m T. f(nT.) 8(w —nTo) » = ——
(r) = n=+OOT (nT.) sin 2o (x — nTe)
f ’ B n:z—:oo ‘ f e 71—(:6 - nTe)

Ainsi la fonction f dont la TF a pour support [—vg, o]
est parfaitement déterminée par {f(nT.)},cz dés que

1
T, < —
- 210

22

TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER 2D (1)

oo oo
Al = Fu) = [ [ fyyexo (<2nitus -+ va)) dedy
oo oo
FHF(u, )] = f(z,y) = /_ /_ F(u,v)exp (2nj(ux + vy)) dudv

ol x,y coordonnée spatiale
et u, v coordonnée spectrale

F(u,v) = R[F(u, 1/)} —|—jI[F(u,V)} = R(u,v) + j1(u,v)
Fu,v) = [F(u,v)|exp[j®(u,v)]
Phase : d(u,v) = arctan(é((u’ V))>

Spectre d’amplitude : |F(u,v)| = \/R(u,y)2 + I(u,v)?

Spectre de puissance : |F(u,v)|? = R(u,v)? + I(u,v)?

23




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER 2D -EXEMPLE- (2)

Fonction “Rectangle”

f(x,yI

1l

1/2

112

%
f,y)=N@y) =1 si |z/<i |y <l
f(z,y) =N(z,y) =0 sinon
~+o00  pto0
F(u,v) = / / f(z,y) exp (=275 (uz + vy)) dzdy

1/2 1/2
= / exp (—2mjux) dm/ exp (—2mjvy) dy
-1/2 -1/2

sin(mu) sin(mwv)

U vz
= sinc(u,v)
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