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TF DISCRETE
TF DISCRETE 1D (1)

CAS CONTINU (RAPPEL)
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f(z) = f(zo+2Az) 2=0,1,2,...N—1
TFD et TFED inverse
1w~ —2mTjuT
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TF DISCRETE
TF DISCRETE 1D -EXEMPLE- (2)
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F0) = 1/4Zf(a:)exp( 2700 = 1/4Z3:f(x> 1
= 1/4(T (OO) + I+ 12+ 1®3)) 4_1/4<2 +344+4)=325
ray = 1/4Zf(a:)exp( SEE)
= 1/4 Ez pr(o) + 3exp(—jn/2) + 4exp(—jr) + 4 exp(—3jm/2))
= (24
F(2) = 1/4i:f(m)exp(_4:jx) =..=-1/4
=
P(3) = 1/4Zf(x)e><p( 6”090) = =1/a(-2-j)
=
Spectre d’amplitude
[F(0)| =3.25 |F(1)|=+V5/4 |F(2)|=1/4 |F(3) =V5/4
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TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D (1)

TFD 2D et TFD 2D inverse

1 No1m-1 wr vy
F(u, = — ,Y) ex (—2 j(— —)
(u,v) ~ f(z,y) exp WJ(pJ'+'A4)
=0 y=0
v=0,1,2,...,N -1
v=0,1,2,...,M -1
N—-1M-1 w vy
y) = F ,ex(2'—--—)
f(z,y) ;; (u,v)exp (2mj (- + )

y=0,1,2,...,.M—1

Le plus souvent, I'image a traiter est carrée «» M = N

PROPRIETES
e Les mémes que ceux énoncé pour la TF continue

e Cyclique (périodique)
F(u,v) = F(u+ N,v) = F(u,v+ N) = F(u+ N,v+ N)
f(z,y) = f(z+ N,y + N)
car
Signal périodique —F -> Spectre de raies

Signal échantillonné —F -> Spectre périodique

e Périodicité

TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D (4)
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TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D (5)

e Séparabilité

Pour une image carrée «» M = N

1 i ur + vy
F(u,v) = e Z Z f(x,y) exp( QTFJ(T))
=0 y=0
1= = vy uT
= — x exp (—2m)—) | exp (—27j—
Nx=o< Z:: fz,y)exp ( ]N)> p ( JN)
N—-1
_— Z [TF 1D de la x iéme colonne] exp (—QW'%)
N & N
TF 1D de la y iéme ligne
colonnes flay) Quy) Fu,v)
esr» tPpp | —|—|—|—|—| rFDID |T|F|T|TF
sur les lignes | — | — | — | — | — | surles colonnes | + |+ | + |+ | +
— === = |||+
— === ++ |+ |+
— === ++ |+ |+

TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D (6)

Recalage Cyclique |

Translation -Rappel-
—2mj(uxo + vyo)

F(@— 20,y —y0) <« F > F(u,v)exp (

N
o
f(z,y)exp ( Tr](uo;—i_ Voy)> <« Fv» F(u—wug,v—1g)
ug=vo="4 » exp (ZLertr))—exp (mj(z + y))=(—1) @+
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TF DISCRETE

TF DISCRETE TF DISCRETE 2D -INTERPRETATION- (8)

TF DISCRETE 2D -VISUALISATION- (7)

Image originale |F(u, V)]

|F(0,0)| au centre klog(1 + |F(u,v)|)
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u=-2, v=2 u=1, v=2 u=2, v=2

u=-2, v=1 u=-1, v=1 u=-0|v=1 u=1, v=1 u=2, v=1
<o
u=-2, v=0 u=-1, v=0 u=04v=0 u=1, v=0 u=2, v=0
/4™ \\
e On affiche généralement |F(u,v)| (F(u,v) complexe)
u=-2, v=-1 u=-1, v=-

1 u=04l\r=-1 u=1, v=- u=2, v=-1
e Les fréquences élevées sont bcp plus faible que les

fréquences plus basses. On affiche donc plutot klog(1+ 7 o

|F'(u,v)|) (k est une constante de normalisation pour _

recaler les niveau de gris dans [0,255]) p2ve2  usAv=2 usDpe2 w2 ue2ve2
e On met l'origine au centre de I'image en effectuant

un décalage cyclique




TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (9)

Image F(image)

TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (10)

e Rotation
Image F(image)

'/

e Périodicité
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TF DISCRETE

TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (11)

Image

F(image)

12

TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (12)

Image F(image)
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TF DISCRETE
CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (1)

Théoréme de convolution 2D

f(x7y)*g($,y) —F=> F(U,V)'G(U,,I/)
f(x7y) : g(xay) —F—=> F(u7V) * G(U, V)

Convolution 2D -Version continue-

() y) = /OOC /O?m,mg(x oy — B)dadp

Convolution 1D -Version discréte-

LAl L B] ]

(AxB)(z) =) A()B(z — 1)

A B
112]s(4]5]
T f

x=0 x=0
¢x=1 ¢x=2

(2]2]sl4f[5]  [1]2]s[4]5]

x x x X X x

3 4 3 6 6 4
|+ |+

Lol [ [ ] [ |r0l16]a2] |

(A*B)(1) (A*B)(2)
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TF DISCRETE
CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (2)

Convolution des bords

A) Ajout de zéro
0 001 2 3 4 5 00

410162222

B) Enroulement
451234512

19/10 16 22|23

C) Réflexion
321234543

10 1016 22 26

D) Défaut
1 2 34|56

101622

15




TF DISCRETE
CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (3)

Convolution 2D -Version discréte-

A *

(AxB)(z,y) =Y > A(,5)B(z —i,y — j)

10| 5 |20 \20|20 -10| 5 |-15/ 0 | 0
10| 5 |20 |20 |20 @ 1 -10| 15|-10| 20| 20
10| 5 |20 \20|20 % r -10| 15|-10| 20| 20
10| 5 |20 \20 |20 -10| 15|-10| 20| 20
10| 5 |20 |20 |20 -10| 15|-10| 20| 20
(Ajout de zéro)

(1) 1 1(1) 10

0 1 1|0 1(1)

Original x reflexion  y reflexion
PROPRIETES

— Commutatif » f1* fox f = fox f1* f

— Associatif » (fixf2)xf= fix(faxf)

— Distributif »  (fi+ fo)xf=fixf+ foxf
> fx(fi+fo)=fxfr+f=*f
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TF DISCRETE
CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (4)

f(x.y) g(xy) F7g (xy)
F(u,v) G(u,v) F(u,v) - G(u,v)

FFuY) - Glu,v)]
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TF DISCRETE
THEOREME DE SCHANNON

IF(®)]

-12T 12T

A [F{e@
F
X « . g
——t
1T
IF(@)|

» sinon phénoméne d’aliasing
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TF DISCRETE
INTERPOLATION OPTIMALE (1)

f(x) R |F(@)|
F-1
| ‘ - A
rfh‘rlﬁ“,, AN\ AN
& o
f(x) R IF(®)|
F-1 &
<= 1
®
X < -12T 12T >
f(x) R |F(w)]
F-1
<
®
> X < -1.f=2T - 1.'iT >

» Possibilité de reconstruire totalement le signal 2D a
partir de ses échantillons
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TF DISCRETE TF DISCRETE
INTERPOLATION OPTIMALE (2) FFT (1)

—2mjux
)

©vu=0,1,2,...,N—1
N

F(u) = Z fz)exp (—=—

O(N?) opérations

1 N/2-1 oD L N/2-1 S .
P =< Y fea)ew (—S—)+< > fr+Dew (%)
=0 —

N

-~

X pair X impair

N/2-1 N/2-1
2mjur

1 —27T]u 2rjur
=3l5 X Senee (55 oo (S5 55 L 1o+ veo (S50

=0

TF de la part|e paire TF de la p?frtie impaire

/

e TF [N éléments] =2 TF [N/2 éléments]
+ N/2 multiplications et N/2 additions complexes (en
fait N/4 pour les multiplications)

e |Op(N) =20p(N/2) + N

27y

)F|mpa|re( )}

F(u) = 5 [FE(u) + exp (- s

Pour ' =u+

27rju’) — o (_27rj(1]LV+ %)) — exp (_27]1”\]ju) exp (—1) = — exp (_27rju)

exp (—

20 21




TF DISCRETE

FFT (2)
Ainsi
_ 1 paire 2mju impaire
FN(U) - EFN/2 (u)_'_eXp(_ N )FN/2 (u)
N 1 i 2mjuy i
Fx(ut3) = 5[F};j‘z"e(u)—exp (=2 JENIRe ()|

Pour «=0,1,2,...,N/2-1

‘1 multiplication est nécessaire pour deux termes‘

f(0) f(1) f(2) (3) f(4) f(5) f(6) (V)

/ N\

f(0) f(2) f(4) f(6) f(1) f(3) f(5) f(7)

N N

f(0) f4) f(2) f(6) f(1) f(5)  f(3) f(7)

F(0) F(4) F(2) F(6) F(1) F(5) F(3) F(7)

FFT

FFT 1D » O(N log N)
FFT 2D » O(N?log N)
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TF DISCRETE
FFT (3)

’Vérifions que O(Nlog N) ‘

(Par induction, sachant que Op(N) =20Op(N/2) + N)

e Vrai pour N =17 » Op(l) =1logl =0 » oui
e Vrai pour N =27 » Op(2) =2log2 =2 » oui
e Vrai pour NlogN?

— Op(N) =NlogN~?

— Op(N) =2N/210g(2N/2)

— Op(N) =2N/2(log(N/2) + log 2)

— Op(N) =2N/2log N/2 + 2N/2log 2
— Op(N) =20p(N/2) + N

C.Q.F.D.

]Rehaussement d'image\

FFT

TF(image)

Filtrage

Image

] FFT! e
Image rehaussée < | Image Filtrée
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