1. Méthode du simplexe
et
son analyse



Probléeme du restaurateur

. o max 8x + 6y
* Disponibilites du restaurateur: Sujet 2
30 oursins 5x+3y<30
24 crevettes 2x+ 3y <24
18 huitres lx+3y<18
x,y >0

* Deux types d’assiettes de fruits de mer offertes par le restaurateur:
a $8 composée de 5 oursins, 2 crevettes et 1 huitre
a $6 composée de 3 oursins, 3 crevettes et 3 huitres

e Probleme: déterminer le nombre d’assiettes de chaque type a offrir pour
que le restaurateur maximise son revenu en respectant les disponibilités de
fruits de mer



Transformation de max en min
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* Considérons le probleme de maximisation
max f(w)
Sujeta we X Cc R”
ouf:X— Rl
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Transformation de max en min
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Transformation de max en min
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ouf:X— Rl
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et w* est un point de X ou la fonction — f{w) atteint son minimum.



Transformation de max en min

Considérons le probleme de maximisation
max f(w)
Sujeta we X c R”

ouf: X — R

Soit w* un point de X ou le maximum est atteint.
* Donc fw*) > f(w) Ywe X
ou — ) < —fW) e X

e Par conséquent

—flw*) = min — f(w)
Sujeta we XC R"

et w* est un point de X ou la fonction — f{w) atteint son minimum.

Ainsi qu’on max f(w) ou qu’on min — f{w), on retrouve la méme sol. opt.

w*,



Jlw*




Transformation de max en min

De plus,
Jfw*) =max flw) =-min - f(w) =—(-Aw*))

Nous allons toujours transformer les problemes de max en probleme de
min.

Donc Jw*) = flw) Vwe X
ou _f(W*) < —f(W) Vwe X
Par conséquent
—f(w*) = min — f(w)
Sujeta weE X< R"
et w* est un point de X ou la fonction — f{w) atteint son minimum.
Ainsi qu’on max f(w) ou qu’on min — f{w), on retrouve la méme sol. opt. w*,



Probléeme du restaurateur

max 8x + 6y min — (8x + 6y)
Sujet a Sujet a
5x + 3y <30 S5x+ 3y =30
2x + 3y <24 2x + 3y <24
Ix+3y<18 Ix+3y<18

x,y20 x,y20



Méthode de résolution graphique

e Me¢éthodes pour probleme ne comportant que deux variables

 Revenons au probleme du restaurateur apres 1’avoir
transformer en un probleme de min:

min z = —8x— 6y
Sujet a
S5x + 3y =30
2x + 3y <24
Ix+3y <18
x,y20



Domaine réalisable

Tragons la droite
S5x + 3y =30

L’ensemble des points qui
satisfont la contrainte

5x + 3y <30

sont sous cette droite car 1’origine
satisfait cette relation

N

5x+3y<30
2x+3y<24
Ix+3y <18
x=20,y=20

v




Domaine réalisable

Tragons la droite
2x + 3y =24

L’ensemble des points qui
satisfont la contrainte

2x +3y<24

sont sous cette droite car 1’origine >
satisfait cette relation

5x+3y<30
2x+3y<24
Ix+3y <18
x=20,y=20

v




Domaine réalisable

Tragons la droite
Ix+3y=18

L’ensemble des points qui
satisfont la contrainte

Ix+3y=<18

sont sous cette droite car 1’origine
satisfait cette relation

N

5x+3y<30
2x+3y<24
Ix+3y <18
x=20,y=20

v



Domaine réalisable

L’ensemble des points réalisables
pour le systeme

5x + 3y <30 A

2x + 3y <24

Ix+3y=<18
x,y20

;

v



Résolution
Considérons la fonction
économique :
.
= —8x — 6y A

Plus on s’€loigne de I’ origine,
plus la valeur diminue:

x=0ety=0=>2z=0

5x+3y<30
2x+3y<24
Ix+3y<18
x20,y=20

__8..z2
YT s
g

droites de pente — P

v



Résolution

Considérons la fonction
économique :

7= —8x — 6.

Plus on s’€loigne de I’ origine,
plus la valeur diminue:

x=0ety=0=>2z=0
x=0ety=6=>z7=-36

N

S5x+3y<30
2x+3y<24
Ix+3y<18
x=20,y20

x+3y=18

v



Résolution

Considérons la fonction
économique :

7= —8x— 6y.
Plus on s’€loigne de I’ origine,
plus la valeur diminue:

x=0ety=0=>2z=0
x=0ety=6=>z=-36
x=6ety=0=>z=-48

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

5x+3y<30
2x+3y<24
Ix+3y<18
x20,y=20

5x+3y:30} {x=6
S

v



5x+3y<30
2x+3y<24
Ix+3y <18
x20,y=20

Résolution
(’30n31de.r0ns la fonction Sx+3y =30
économique : Y43y =18
z= —8x—6y. Ao —12

Plus on s’€loigne de I’ origine,
plus la valeur diminue:

x=0ety=0=>2z=0
x=0ety=6=>z=-36
x=6ety=0=>7=-48
x=3ety=5=>z7=-54.
Impossible d’aller plus loin sans
sortir du domaine réalisable.

Solution optimale:
x=3ety=35
Valeur optimale:

v




Variables d’écart

Transformer les contraintes d’inégalité en des contraintes d’égalité avec des
variables d’écart prenant des valeurs non négatives:

ax,+a,x,+...+a,x, <b, — ax;+a,x,+...+a,x, +y,=b

mn — "1

A X+ ax,+ ... +a,x >b. — a.x;+a,,+...+ax —y.=b,
y;20



Probleme du restaurateur transformeé en min

e Transformons les contraintes d’inégalité du probleme du restaurateur en
égalité avec les variables d’écart u, p et h:

min 7 = — 8x— 6y min 7 = — 8x— 6y
Sujet a Sujet a
5x + 3y <30 Sx+3y+u =30
2x +3y<24 2x + 3y +p =24
Ix+3y=18 Ix + 3y +h =18
x,y20 x,y,u,p hz0

e Les contraintes constituent un systeme de 3 équations comportant 5
variables. Exprimons 3 des variables en fonction des 2 autres



Méthode du simplexe — forme algébrique

Les contraintes constituent un systeme de 3 équations comportant 5
variables. Exprimons 3 des variables en fonction des 2 autres:

u =30 - 5x -3y
p =24 —2x — 3y
h =18-1x-3y
z =0 —-8x-6y
En fixant x et y nous retrouvons les valeurs des autres variables.

Il suffit de trouver les valeurs non négatives de x et y qui entrainent des
valeurs non négatives de u, p et h et qui donnent a z sa valeur minimale.

Infinité de valeurs possibles. Il faut donc une procédure systématique pour
y arriver.



Choix de la variable a augmenter

Une solution réalisable du systeme
u =30 -5x -3y
p =24 —2x — 3y
h =18-1x-3y
z =0 —-8x-6y
est la suivante
x=y=0 => u=30,p=24,h=18 et z=0.

Nous pouvons réduire la valeur de z en augmentant la valeur de x, ou bien
celle de y, ou bien celles des deux.

Mais nous choisissons d’augmenter la valeur d’une seule variable.

Puisque nous cherchons a minimiser z, il est avantageux d’augmenter la
valeur de x puisque pour chaque augmentation d’une unité de x entraine
une diminution de 8 unités de z.



Augmentation limitée de la variable qui augmente

e Mais I’augmentation de x est limitée par les contraintes de non négativité
des variables u, p et h:

u =30-5x-3y>0
p =24-2x-3y>0
h =18-1x-3y>0
* Puisque la valeur de y est maintenue a 0, ceci est équivalent a
u =30-5x>0 & x<30/5=6
p =24-2x>0 & x<24/2=12
h =18-1x20 < x<18
e Donc la solution demeure réalisable aussi longtemps que
x <min {6, 12, 18} = 6.



Nouvelle solution

u =30 - 5x -3y
p =24 —2x — 3y
h =18 - 1x-3y

z =0 —8x-6y
Donc la solution demeure réalisable aussi longtemps que
x <min {6, 12, 18} =6.

Puisque 1’objectif est de minimiser z, nous allons choisir la plus grande
valeur possible de x: i.e., x=6.

La nouvelle solution est donc
x=6,y=0 = u=0,p=12,h=12 et z=-48.



Nouvelle itération

u =30 -5x -3y S5x+3y+1u =30
p =24 -2x -3y 2x+3y  +1p =24
ho =18-1x=3y Lx+3y +1h=18

z =0 —-8x-06y
La nouvelle solution est donc
x=6, y=0 = u=0,p=12,h=12 et z=-48.

Cette solution est la seule pour le systeme précédent lorsque y =u =0
puisque la matrice des coefficients des variables x, p et i est non singuliere.

Par conséquent, pour retrouver une autre solution différente, il faut que y ou
u prennent une valeur positive.

Précédemment, I’analyse était facilitée par le fait que les variables x et y qui
pouvaient €tre modifiées étaient a droite.



Transformation du systeme

e Isolons donc y et u du c6té droit des équations.
e Ultilisons I’€quation ou x et u apparaissent pour exprimer x en fonction de u
ety:
° u =30-5x—-3y => 5x=30-u-3y
p =24 —2x — 3y
h =18 - 1x -3y
z =0 —-8x-06y



Transformation du systeme

e Isolons donc y et u du c6té droit des équations.
e Ultilisons I’€quation ou x et u apparaissent pour exprimer x en fonction de u
ety:
* u =30-5x-3y => 5x=30-u-3y)+5
=> x=6-1/5u-3/5y
p =24 —2x — 3y
h =18 — 1x 3y
z =0 —-8x—-06y



Transformation du systeme

Isolons donc y et u du c6té droit des équations.
Utilisons I’équation ou x et u apparaissent pour exprimer x en fonction de u
et y:
u =30-5x-3y => «x =6—1/5u—3/5y
p =24 - 2x I3y
=> p=24-2(6-1/5u-3/5y) -3y
=> p=12+2/5u-9/5y
h =18 — 1x -3y
z =0 —-8x-06y

Substituons la valeur de x dans les autres €équations



Transformation du systeme

e Isolons donc y et u du c6té droit des équations.
e Ultilisons I’€quation ou x et u apparaissent pour exprimer x en fonction de u
ety:
° u =30-5x-3y => «x =_6-—1/5u—3/5
p =24 -2x—-3y => =12 + 2/5u — 9/5y
h =18 — 1x=3y
=> h =18—-(6-1/5u-3/5y) -3y
=> h =12+ 1/5u—-12/5y
z =0 —-8x-6y

e Substituons la valeur de x dans les autres équations



Transformation du systeme

Isolons donc y et u du c6té droit des équations.
Utilisons I’équation ou x et u apparaissent pour exprimer x en fonction de u
et y:
u =30-5x-3y => «x = 6—1/5u—-3/5y
p =24 -2x—-3y => =12 + 2/5u —9/5y
h =18-1x-3y h =12 + 1/5u — 12/5y
z =0 —8x-6y
=> z =0 —-8(6-1/5u-3/5y) -6y
=> 7z =-—48+ 8/5u—6/5y

Substituons la valeur de x dans les autres équations



Systeme équivalent

* Nous avons donc transformer le systeme

* u =30-5x-3y => x = 6—1/5u—-3/5y
p =24 -2x-3y => p =12 + 2/5u — 9/5y
h =18-1x-3y => h =12 + 1/5u — 12/5y

z =0 -8 -6y => z =—48 + 8/5u — 6/5y



Systeme équivalent

Nous obtenons un nouveau systeme €quivalent au précédent (dans le sens
ou les deux systemes ont les mémes solutions réalisables)

Notons qu’il n’est pas int€ressant d’augmenter u car alors la valeur de z
augmente

Nous répétons le processus précédent en augmentant la valeur de y

X = 6-—1/5u—3/5y
p =12 + 2/5u - 9/5y
h =12 + 1/5u — 12/5y

z =—48 + 8/5u — 6/5y



Nouvelle itération

e Mais 'augmentation de y est limit€ par les contraintes de non négativité des
variables x, p et h:

X = 6-1/5u-3/5y>0
p =12 + 2/5u —9/5y >0
h =12+ 1/5u-12/5y >0
e Puisque la valeur de u est maintenue a 0, ceci est équivalent a
X =6 -3/5y>0 << y<I0
p =12-9/5y>0 <& y<20/3

h =12-12/5y>0 <& y<5
e Donc la solution demeure réalisable aussi longtemps que
y <min {10, 20/3, 5} =5.



Nouvelle itération

X = 6-1/5u—3/5y>0
D =12 + 2/5u — 9/5y >0
h =12+ 1/5u—12/5y>0

z =-—48 + 8/5u— 6/5y
Donc la solution demeure réalisable aussi longtemps que
y <min {10, 20/3, 5} =5.

Puisque 1’objectif est de minimiser z, nous allons choisir la plus grande
valeur possible de y: 1.e., y=3.

La nouvelle solution est donc
y=5 u=0 => x=3,p=3,h=0 et z=-54.



Solution optimale

Isolons donc £ et u du coté droit des équations.

Utilisons I’équation ou y et i apparaissent pour exprimer y en fonction de &
et u.

h =12+ 1/5u - 12/5y
Substituons la valeur de y dans les autres équations.
Le systeme devient
X = 3—1/4u+ 1/4h
p = 3+ 1/4u + 3/4h
y = 5+ 1/12u—5/12h
z ==54+32u+1/2h

La solution y=5, u=0,x=3,p=3, h=0 (dont la valeur z = — 54) est
donc optimale puisque les coefficients de u et 4 sont positifs.

En effet la valeur de z ne peut qu’augmenter lorsque u ou 4 augmente.



Lien avec la résolution graphique

Lors de la résolution du probleme
du restaurateur avec la méthode
du simplexe:

La solution 1nitiale est

x=y=0(u=30,p=24,h=18)
et lavaleur z=0

En augmentant x,
la solution devient

x=6,y=0w=0,p=12,h=12)
et la valeur z=-48

En augmentant y,
la solution devient

x=3,y=5u=0,p=3,h=0)
et lavaleur z=-54

S5x+3y<30
5x + 3y + u =30

2x+3y<24

2x + 3y + p =24

Ix+3y<18
Ix+3y+h=18

e

v




Type de solutions considérées

Nous n’avons considéré que des solutions ou 1l n’y a que trois variables
positives!

5 !
Comme il y a 5 variables, i1l y a au plus { J — % — 10 solutions
différentes de ce type. 3 312!

Pourrait-1l exister une meilleure solution qui aurait un nombre de variables
positives différent de 3?

Nous pouvons démontrer que non.



Forme standard

Apres avoir transformé les contraintes d’inégalité en égalités, nous
retrouvons le probleme sous sa forme standard ou certaines variables
peuvent €tre des variables d’écart:

min 7 =¢X +6X +..4C X,

a, X, +a,,x, +..+a,,x, =b,

Xis Xgy ooy X, 20



Itération typique

e Pour analyser une it€ration typique du simplexe, supposons qu’apres un
certain nombre d’itérations les variables x,, x,, ..., x, sont exprimées en
fonction des autres variables .



Forme du systeme

* Le systeme est de la forme suivante:
x| + + Aim+1 X, T ot alsX, + .ot ainx, = bi

Xy + +aam+i Xy t .-t a2sx, + ...t awmx, = bs
.xr+ +arm+1.xm+1+...+ars.xs+...+arn.xn :br

xm +amm+]xm+1 + ...+amsxs + ...+amnxn - bm

Cnl X,y + ot CsX, + .ot Cnx, =2—2

e Les variables x,, x,, ..., x, sont dénotées comme €tant les variables
dépendantes alors que les autres variables sont les variables indépendantes.



Itération typique

e Pour analyser une it€ration typique du simplexe, supposons qu’apres un
certain nombre d’itérations les variables x,, x,, ..., x, sont exprimées en
fonction des autres variables .

e Les variables x,, x,, ..., x,, sont dénotées comme €tant les variables
dépendantes alors que les autres variables sont les variables indépendantes.

e A chaque itération, les transformations nous assurent que les termes de
droite demeurent non négatifs de sorte que les variables dépendantes sont
non négatives lorsque la valeur des variables indépendantes est 0.



Forme du systeme

Le systeme est de la forme suivante:
x| + + Aim+1 X, + T alsX, + .ot amx, = by

Xy + +asm+1X,,, + ...+t axx;, +..+awmx, =b>
.xr‘l‘ +arm+l.xm+1+...+ars.xs+...+arn.xn :br

Xm +amm—|—1xm+1 + ...+amsxs + +amnxn — bm

Cm+1xm_|_1 + ...+ Cs.xs + ...+ Cnxn = Z



Forme du systeme

e Isolons les variables dépendantes a gauche des égalités:

X = D1 —Qim+1 X, ] — oo —AlsXg — ...— AlnX,,
X, =by —am+1 X, — ...—A2sX, — ...— A2 X,
x,, — br _arm+1xm+1 - ..._arsxs — ..._arn.xn

xm — bm _amm+1xm+1 — ..._amsxs — ..._amnxn

= Z + Cm+1xm+1+...+ Cs.xs + ...+ Cnxn



Etape 1: Choix de la variable d’entrée

e Pour choisir la variable qui augmente (dénotée variable d’entrée), nous
considérons I’équation de z

X, = b1 —Aimt1 X,y — ..~ QAlsX, — ...— AlnX,
X, =by —am+1 X, — - —A2sX; — ... — A2 X,
xr :br_arm+1xm+l_..._arsxs_..._arnxn

Xm =bm_amm+lxm+1_..._amsxs_..._amnxn

z= 2z -+ Cm+1xm+1 + ...+ Cs.xs + ...+ Cnxn




Etape 1: Choix de la variable d’entrée

e Pour choisir la variable qui augmente (dénotée variable d’entrée), nous
considérons I’équation de z

X, = b1 —Aimt1 X,y — ..~ QAlsX, — ...— AlnX,
X, =by —am+1 X, — - —A2sX; — ... — A2 X,
Xr :br_arm+1xm+1_..._ars.xs_..._arnxn

Xm =bm_amm+1xm+1_..._amsxs_..._amnxn

z= 2z -+ Cm+1xm+1+...+ Cs.xs + ...+ Cn.xn

e Dénotons Cs = min { C }
1<jsn b/



Etape 1: Choix de la variable d’entrée

Pour choisir la variable qui augmente (dénotée variable d’entrée), nous
considérons I’équation de z

X1

Dénotons

= b1 —aim+1 X,y — -

=by —a2m+1 X, — -

- br _arm+1xm+1 i

X - bm _amm+1xm+1 — =

S1 Cs> 0, alors la solution

est optimale,
et ’algorithme s’ arréte

CU TS vV Ky ce e U [TIIT ¥V n

z= 2z -+ Cm+1xm+1+...+ Cs.xs + ...+ Cn.xn

Cs = min
I<j<n

¢/}



Etape 1: Choix de la variable d’entrée

Pour choisir la variable qui augmente (dénotée variable d’entrée), nous

considérons I’équation de z

X, = b1 —Aimt1 X,y — ..~ QAlsX, — ...— AlnX,
X, =by —am+1 X, — - —A2sX; — ... — A2 X,
Sics <0, alors la variable — —

: E £ X A X — oo — Am X
x,devient la variable d’entrée. | m+! rss mn
Nous allons a I’étape 2.
7T vy,,L,,L-rlxm+1 - ..._amsxs - ..._amnxn

-/vm

z= 2z -+ Cm+1xm+1+...+ Cs.xs + ...+ Cn.xn

Dénotons c, = min {? }

1<j<n J



Etape 2: Choix de la variable de sortie

Nous devons déterminer la plus grande valeur que peut prendre la variable
d’entrée pour que la solution demeure réalisable.

En fait, I’augmentation de la valeur de la variable d’entrée peut €tre limitée
par une premiere variable dépendante qui devient €gale a 0. Cette variable
est dénotée variable de sortie.

Pour identifier la plus grande valeur que la variable d’entrée peut prendre,
nous revenons au systeme précédent:



Etape 2: Choix de la variable de sortie

X = b —dlsXg -
X2 — b2 ) _a2sxs

x,, — br _arsxs -

xm — bm _amsxs

= Z .t Cs.xs

* Mais comme les autres variables indépendantes demeurent €gale a 0, nous
pouvons les éliminer du systeme.



Etape 2: Choix de la variable de sortie

e Les conditions pour que la solution demeure réalisable deviennent donc:

X = b1 —aisx, 20
Xy = by —azx, 20

Xr = br—drSXSZO
xm - bm_amsxszo

* Deux cas doivent €tre analysés.



Etape 2: Choix de la variable de sortie

e Les conditions pour que la solution demeure réalisable deviennent donc:

X = b1 —aisx; 20 = .
r_- 50 Si a; <0 VI<i<m
42 — P27 4254 =V | alors la variable d’entrée x, peut
augmenter a I’infini sans qu’aucune
X, = by —dyx, 20 Ve,lrlal?le dépendante ne devienne
negative.
X - bm —UAms X 2 O
m S




Etape 2: Choix de la variable de sortie

e Les conditions pour que la solution demeure réalisable deviennent donc:

x| = bi—aisx; 20 |S1 ;<0 V1<i<m

alors la variable d’entrée x, peut
augmenter a I’infini sans qu’aucune
variable dépendante ne devienne

X = by —apx, 20 négative.

Xy = by —azx, 20

_ En effet chaque variable dépendante
Xy = bm—amsx; 20 x; augmente (si q;; < () ou conserve

la méme valeur (si ais = 0).




Etape 2: Choix de la variable de sortie

e Les conditions pour que la solution demeure réalisable deviennent donc:

X = b1 —aisx; 20 —
o 50 Si ais <0 V1<i<m
12 — 927424 =Y | alors la variable d’entrée x, peut
augmenter a I’infini sans qu’aucune
X, = by —dyx, 20 Varlal?le dépendante ne devienne
negative.
X, = bm—amsx; 20 | En effet chaque variable dépendante
x; augmente (st a;s < 0) ou conserve
la méme valeur (si ais = 0).

Dans ce cas I’algorithme s’arréte en indiquant que le probleme
n’est pas borné€ inférieurement




Etape 2: Choix de la variable de sortie

e Les conditions pour que la solution demeure réalisable deviennent donc:

X = b1 —aisx; 20
Dans le deuxie¢me cas ou a, > 0
pour au moins un i, I’augmentation
L de x, est limitée par le fait que la

X = br—arx; 20 valeur d’une premiere variable
dépendante est réduite a 0 sous

- - I’effet de ’augmentation de x_.
X - bm — UAms xs 2 O

Xy = by —azx, 20




Etape 2: Choix de la variable de sortie

e Les conditions pour que la solution demeure réalisable deviennent donc:

X = b1 —aisx, 20
Xy = by —azx, 20

Xr = br—drSXSZO
xm - bm_amsxszo

Dans le deuxieéme casou a, >0
pour au moins un i, I’augmentation
de x, est limitée par le fait que la
valeur d’une premiere variable
dépendante est réduite a 0 sous
I’effet de ’augmentation de x,.

Mais seulement les variables dépendantes x; telle que ais > 0 sont pertinentes
En effet, s1 g;; <0, nous venons d’observer que la valeur de la variable x, reste
la méme ou augmente, et par conséquent cette variable ne peut étre celle qui
limite I’augmentation de la variable d’entrée x .




Etape 2: Choix de la variable de sortie

e Les conditions pour que la solution demeure réalisable deviennent donc:

X = 51 —lexs >(0 | En somme, la solution demeure réalisable
— by —yg > : —
*2 by —azx; 20 o Vi telque ais >0
= by —an, 20 = = b
Xy = Or —lrsXs = x;=bi—aisx; 20 & x, <=
Ais

X - bm_amsxszo




Etape 2: Choix de la variable de sortie

e Les conditions pour que la solution demeure réalisable deviennent donc:

X = b — lexs >0 | En somme, la solution demeure réalisable
’ & Vi telque ais >0
— B - > 7 o D
X, = br—anx; 20 x;=bi —aisx, 20 & x, <=
Ais
Xp = bm —amsx; 20 | pgr conséquent la plus grande valeur que

peut prendre la variable d’entrée x_ est




Etape 2: Choix de la variable de sortie

Les conditions pour que la solution demeure réalisable deviennent donc:

X = b1 —aisx, 20
Xy = by —azx, 20

Xr = br—drSXSZO
xm - bm_amsxszo

La variable indépendante x qui
limite I’augmentation de la variable
d’entrée x, est la variable de sortie.

En somme, la solution demeure réalisable

& Vi telque ajs >0
_ b
x;=bi—aisx, 20 & x, <=
Ais

Par conséquent la plus grande valeur que
peut prendre la variable d’entrée x_ est




Etape 3: Pivot pour transformer le systeme



Etape 3: Pivot pour transformer le systeme

e Nous devons transformer le systeme :

X = D1 —Qim+1 X, ] — oo —AlsXg — ...— AlnX,,
X, =by —am+1 X, — ...—A2sX, — ...— A2 X,
x,, — br _arm+1xm+1 - ..._arsxs — ..._arn.xn

xm — bm _amm+1xm+1 — ..._amsxs — ..._amnxn

= Z + Cm+1.xm+1+...+ Cs.xs + ...+ Cn.xn

e pour ramener la variable d’entrée x,a gauche a la place de la variable de
sortie x, et vice-versa.



Etape 3: Pivot pour transformer le systeme

En effet nous échangeons les roles des variables x, et x, car

la variable d’entrée x_ (qui était une variable indépendante avec une valeur
nulle) devient une variable dépendante avec une valeur non négative

la variable de sortie x, (qui était une variable dépendante avec une valeur
non négative) devient une variable indépendante avec valeur nulle

L’ensemble des opérations pour y arriver est dénoté par pivot



Etape 3: Pivot pour transformer le systeme

5

. br A rm+1 1

m+l et

= D1 —Aim+1 X,y — - — Als Xy — ... —AIn X,

=b2 —aum+1 X, — ...— A25X; — ...—A2nX,

.xr :br_arm+]xm+l_..._ars.xs _..._arnxn
X, =bm—aQmm1X, —...—AmsXy = ...— AmnX,,

2= 2 + CmilX,y + ...+ Csx, +..+ Cux,

Utilisons la r* équation
pour exprimer x, en

fonction de x

Kowl> -

. X

m+l1> *° s-1°

X, X,




Etape 3: Pivot pour transformer le systeme

X, = b2 —Aum+1 X, — ...— Q25X

X, =Dy —Am1 X, — oo ArsXg = coo—

xm - bm _amm+1.xm+l - ..._ams.xs - ..._amn.xn

2= 2 + CmilX,y + ...+ Csx, +..+ Cux,

X = D1 —Aim+1 X,y — - — Als Xy — ... —AIn X,

Remplacgons x, par son
expression en fonction
de x X, X

" - - br A rm+1
X, = bi—aimnx,  —..—ai,| =———=—
Urs Uy

m+l> +o0s Xs o Xgppp oo
x,, X, dans chacune des

autres équations

7 - br - —  dArm+l
X = by —ais=— |—| aimn —a1s—— X1 —
Ars Urs

|




Etape 3: Pivot pour transformer le systeme

= D1 —Aim+1 X,y — - — Als Xy — ... —AIn X,

=b2 —aum+1 X, — ...— A25X; — ...—A2nX,

.xr :br_arm+]xm+l_..._ars.xs e
X, =bm—aQum1X, —...—AmsXy = ...— AmnX,,
2= 2 + CmilX,y + ...t CsX, +..+ Cnx,

Remplacons X, par son
expression en fonction
de X, ., /s cees X 1o X\ gy oens
x,, X, dans chacune des

autres équations




Etape 3: Pivot pour transformer le systeme

= D1 —Aim+1 X,y — - — Als Xy — ... —AIn X,

=b2 —aum+1 X, — ...— A25X; — ...—A2nX,

.xr :br_arm+]xm+l_..._ars.xs _..._arnxn
X, =bm—aQmm1X, —...—AmsXy = ...— AmnX,,
2= 2 + CmilX,y + oot CsX, + N CnX,

Remplacgons x, par son
expression en fonction
de X, ., /s cees X 1o X\ gy oens
x,, X, dans chacune des
autres équations




Etape 3: Pivot pour transformer le systeme

= D1 —Aim+1 X,y — - — Als Xy — ... —AIn X,

=b2 —aum+1 X, — ...— A25X; — ...—A2nX,

.xr :br_arm+]xm+l_..._ars.xs _..._arnxn
X, =bm—aQmm1X, —...—AmsXy = ...— AmnX,,
2= 2 + CmilX,y + ...t CsX, +..+ Cnx,

Remplacgons x, par son
expression en fonction
de X, ., /s cees X 1o X\ gy oens
x,, X, dans chacune des
autres équations




Systeme équivalent pour la prochaine itération

e Le pivot génere un systeme équivalent de la forme

~
~

X = by = Ay Xy = = A X — Ay X,
X2 = b2 Ay 1 Xl T e T Ao Xy T Ty Xy,
X = br A Xyl — T A Xy T Ay Xy,

Xm = Ow —Qumi1Xme1 = oo~ App Xy — oo = Ay Xy,

2= 7 4 CpyXpsy + -t C.X, + ..+ C, X,

e Avec ce nouveau systeme nous complétons une nouvelle itération.



Méthode du simplexe — forme avec tableaux

Nous allons plutot utiliser des tableaux pour compléter les itérations de
I’algorithme du simplexe.

Illustrons d’abord en complétant une itération du simplexe sous cette forme
pour le probleme du restaurateur.



Problemes équivalents

min 7 = —8x — 6y

Sujet a
Sx+3y+u =30
2x + 3y +p =24
Ix + 3y +h=18

X,y u p hz0



Tableau équivalent au systeme

min z = —8x — 6y min z
Sujet a Sujet a
Sx+3y+u =30 Sx+3y+u =30
2x + 3y +p =24 2x + 3y + p =24
Ix + 3y +h=18 Ix + 3y +h =18
X,y up hz0 —8x -6y —2z=0
X,y u p, hz20
y =30 —5x—3y Var. dep|x vy u p h -:cltermes _ch‘oite
p =24 - 2x -3y " SRR 3‘;}
o =18—1x—3y Poo= 3 1 -
h 1 3 1 18
¢ =0 Bty T g6 1 0




L — 30 53y T\,--"ﬂr;:;die:-p. *; 13 ?lf p h -: tenue;igh‘oite

p o =24-2x-3y p |23 1 24

h =18-1x-3y ho|1 03 l 13

z =0 —8x—6y - |-8 -6 | 0

Etale 1: Critere d’entrée T
Pour déterminer la variable d’entrée,

_ = nous choisissons 1’é€lément le plus
Cs = 12]]131{ Cj} petit de la derniere ligne du tableau

min {8, -6, 0,0, 0} = 8.

x est donc la variable d’entrée




u =30 - 5x -3y
p =24 —2x — 3y
h =18-1x-3y

z =0 -8x-6y

Var. dep|x v u  p h -ztermes drotte
1 5 3 1 30
2 2 3 | 24
) 1 3 1 L8
- 8 -6 | 0

Etape 2: critére de sortie

xszér = min{éi Lais >O}

al’S ISlSm alS

\ variable d’entrée
Pour identifier la variable de sortie
déterminons le min des quotients des
termes de droite divisés par les
¢léments correspondants dans la
colonne de la variable d’entrée

qui sont positifs:



u =30 - 5x -3y
P =24-2x-3y
h =18-1x-3y

z =0 -8x-6y

Var. dep|x v u  p h -ztermes drotte
=> 1 5 3 1 30
2 2 3 | 24
ho |1 3 I L8
- 8 -6 1 0

Etape 2: critére de sortie

xszfr = min{fi Lais >O}

aI’S ISlSm alS

\ variable d’entrée
min {30/5, 24/2, 18} =30/5=6

La variable correspondante u

devient la variable de sortie




Var.dep|x vy wu p h -ztermes droite
u =30 -5x -3y » @ 3 30
p o =24-2x-3y / p |23 1 24
R =18-1x=3y 13 1 18
z =0 —8x-0y - |8 -6 1 0
Variable de sortie \ variable d’entrée

Etape 3 : Pivot
Transformation du systeéme ou
du tableau




Var. dep|x y u p h -:zltermes droite
i 5 3 1 30 N , ,
p N3 " 4 variable de sortie
h I 3 1 18
-2 |-8 -6 | 0
AN

variable d’entrée

RAPPEL: Nous utilisons 1’équation ou x et # apparaissent pour exprimer x
en fonction de u et y:

u =30-5x-3y => (5x=30-u-3y)/5

=> x=6-1/5u-3/5y
Ceci est équivalent a

Sx+3y+u =30



Var. dep|x y u p h -:zltermes droite
i 5 3 1 30 G , ,
p N3 " 4 variable de sortie
h I 3 1 18
-2 |-8 -6 1] 0
AN

variable d’entrée

RAPPEL: Nous utilisons 1’équation ou x et # apparaissent pour exprimer x
en fonction de u et y:

u =30-5x-3y => 5x=30-u-3y)/5
=> x=6-1/5u-3/5y

Ceci est équivalent a

(5x+ 3y +u =30)/5



Var. dep|x y u p h -:zltermes droite
u 5 3 1 30
. -, yariable de sortie
P 2 3 1 24
h 1 3 1 18
-2 |-8 -6 1] 0
AN

variable d’entrée

RAPPEL: Nous utilisons 1’équation ou x et # apparaissent pour exprimer x
en fonction de u et y:

u =30-5x-3y => 5x=30-u-3y)/5
=> x=6-1/5u-3/5y

Ceci est équivalent a

(5x+ 3y +u =30) /5 =>x+ 3/5y + 1/5u =6



Var. dep|x y u p h -:zltermes droite
i 5 3 1 30 G , ,
p N3 " 4 variable de sortie
h 1 3 1 18
-z |-8 -6 | 0

“Svariable d’entrée

Ceci est équivalent a

(5x +3y +u =30) /5 => x + 3/5y + 1/5u -6

En terme du tableau, ceci est équivalent a diviser la ligne de la variable de
sortie par le coefficient de la variable d’entrée dans cette ligne



Var. dep| *; 1; fl{ p h -z tenue;s.(;:h‘olte Divisons cette ligne par 5

u : :

p > | 2 " -4 “variable de sortie

h Il 3 1 18

-2 |-8 -6 | 0

“Svariable d’entrée
Ceci est équivalent a
(5x+3y+u =30)/5=>x+3/5y + 1/5u =6

En terme du tableau, ceci est équivalent a diviser la ligne de la variable de
sortie par le coefficient de la variable d’entrée dans cette ligne



Var. dep| x vy h -zt s droit .. :
L dep ; 1; T P17 enue;(;: ot <«—Divisons cette ligne par 5
U 5 :
"\ . .

p N3 " 4 variable de sortie

h 1 3 1 18

-2 |-8 -6 | 0

AN

variable d’entrée

x+3/5y+1/5u=6




Var. depl x v h -z termes droit . .
L dep ; 1; T P17 enue;(;: ot <«—Divisons cette ligne par 5
u J | -
— . .
p N3 " 4 variable de sortie
h 1 3 1 13
-2 |-8 -6 | 0

“variable d’entrée

Le tableau qui en résulte est le suivant

Var. dep/x y wu p h -z termes droite
x+3/5y+1/5u=6|—> X 1 35 15 §
P 2 3 1 24
h 1 3 1 18
-z -8 -6 | 0




Var. deplx v wu p h -z [termes droite
X I 35 ws 6
P 2 3 | 24
h 1 3 1 18
- |8 -6 1] 0
e Rappel: Nous substituons I’expression de x dans les autres équations
X =6-—1/5u—3/5v
D =24 - 2x I3y

=> p=24-2(6-1/5u-3/5y) -3y
Ceciest équivalenta: p =24 —2(6 — 1/5u —3/5y) +2x — 2x — 3y

& 2x + 3y +p —2 (x + 3/5y +1/5u) = 24 — 2(6)



Var. deplx v wu p h -z [termes droite
X 1 35 s 6 deuxieme ligne
p @ 3 | 24 < moins
2 1 3 1 18 2(la premiere ligne)
-z -8 -6 1 0

Ceciest équivalenta: p =24 —2(6 — 1/5u — 3/5y) +2x — 2x — 3y
S 2x+3y+p -2 +3/5y+ 1/5u) =24 - 2(6)
<~ 2x + 3y +p=24

—2(x+3/5v+1/5u  =06)
Ox + 9/5y 2/5u + p=12




Var. deplx v wu p h -z [termes droite
X 1 35 15 6 deuxieme ligne
p |2 3 1 y = moins
h 1 3 1 18 2(la premiere ligne)
-z -8 -6 1 0

[0x+9/5y—2/5u+ p=12|




Var. dep|x vy u h -z termes droite
X I 355 ws 6
% 2 3 24
h 1 3 1 18
-z -8 -6 0

Le tableau devient

[0x+9/5y-2/5u+p=12|—> p

<

deuxieme ligne
moins
2(la premiere ligne)

Var. dep|x 'y wu p h -zltermes droite
X 1 35 15 6
o5 25 | 12
h |1 3 1 18
-z -8 -6 | 0




Var. dep|x v u h -z [termes droite
X I35 s 6
2 2 3 24
h I 3 1 18
-z -8 -6 0

En répétant le processus pour les autres lignes du tableau

Var. dep| x v u h - z|termes droite
X 1 35 s 6
? 0/5  -2/5 r 12
h 12/5 -1/5 1 12
- 615 85 48




Simplexe —forme avec tableaux
Itération typique

e Décrivons une itération typique pour résoudre le probleme général avec le
simplexe — forme avec tableaux

e Le systeme

X, + + Aim+1 X, + ot alsX, + ..t ainx, = bi

Xy + +aumt X, + ..ot a2sx, + ..+ amx, =bo

xr+ +arm+1xm+1+...+arsxs+...+arnxn :br

xm +amm+1xm+1 + ...+amsxs + +amn.x

— b

n



X, + +;1m+1xm+1 + -'-+;1st + ...+;1nxn = 51
X, + +;2m+1xm+1 + ...+;25xs + ...+;2nxn = Bz
Ve [ ] [ ]
Itération typique . . I
yp q X, + tamaX, t..tasx; +..+amx, =b,
X, F Q1 Xy + oot Ams Xy + oot Aun X, = bim
peut €tre représenter dans le tableau suivant Cortl Xy ot CoXy ot CaX, = 22
Variahles Tertmes
dépendantes K| KoeeeX, e X Xy v X X, —Z de droite
] 1 ElmeH il ls (215 b1
Xz 1 7Rttt ICERY S PRNRLEY” 3 b2
. _ _ _ _
¥ 1 L pmH """Ciy s Ly by
Im ]. [ m;l':l';_l'l-]_ " i RS i R 'E:lm
—Z Coadl *or O Cn 1 -z




Etape 1: Choix de la variable d’entrée

e En se référant a la derniere ligne du tableau, soit ¢s = min

{

<

1£j<n
- . | Variable d’entrée 41 e
Si ¢ >0, alors la solution 1 .c:lr _
courante est optimale et A A T AR TE & Grofte
I’algorithme s’ arréte Al =&l *rrdln B
A l i dmrt] =iyt lida b2
Si Cs <0, alors x, est la Goppt] * Gy s o rn by
variable d’entrée :
1 id et i s 2 mn b
—Z CoH v Cp o O _z




Etape 2: Choix de la variable de sortie

Sigi, <0 V1<i<m

le probleme n’est pas

| Variable d’ entree

es
borné et I’algo. s’arréte
g X, wom Xy, X X, X, —Z e dfi:'lte
| 1 aAlmt { @l |- 2ln b
A 2l A2 |t 2w bz
Si 4i telque a;, >0 - - | - ;
alors la sol. demeure réalisable Lrmt "] drs [ den ¥
& Vi telque ais >0 E
s _ _ _
X; —b; — a,sx >0 & x,<— L marrH " m st mn b
Ais — — — —
La variable d’entrée x, prend la valeurf ™H """ &5 """ Cn ! — <
br bl _
X, ==—= min{=—:a;; >0
Ars Isism| g5




Etape 2: Choix de la variable de sortie

Variables [ Variable d’entrée [, o
dépendantes X 7 X,op "X, X, —Z de droite
| Variable de sortie ] = — — —
] 1 Al w1y et dln b1
A2 1 @t erdas trdDn b
X _ B _ _
¥ oyt "y " ildyy by
'I;I-;l-] ﬂ?‘?‘!?‘?‘!‘l‘l " I:I;l-;l-” I:Imﬂ 'E'-'l?‘i"!
—Z ComH *m Oy x| _Z




Etape 3: Pivot

L’élément de pivot drs est a I’intersection de la
colonne de lawariable d’entrée x, et de la ligne
de la variable de sert

[ Variable d’entrée [, ...

de droite

dépﬂﬂdaﬂtﬂﬂ ‘:.I-L'l XX, s X, Xy A X, i
( Variable de sortie ] = — — =
"I.I']_ -.I. fI].i"i"!‘H. ...l:I]_J ...l:I]_:I-! .E:']_
A2 1 p L Ry LY b
-'-'I;-;I-' 1 fI:..-m_H ...I:I:'":"E .E:':l-'
Im 1 ﬂm??rl_l ---I:Im.s---ﬂmn .E:'m
—Z ComH *m Oy x| _Z




Etape 3: Pivot

Divisons_la ligne r par I’élément
de pivot ars afin d’obtenir la
ligne r résultante

Vartianles [ Variable d’entrée [, o
dépendantes X Fp Xop "X, X, I de droite
( Variable de sortie ] = — — =
"I.I']_ -.I. fI].i"i"!‘H. ...l:I]_J ..l:I]_:I-! .E:']_
A2 1 R oL TP L PR T b
X — — T 1 |
d >+ ""51:'*?:! & —
. g Ars
Im ﬂm??rl_l ---I:Im.s---ﬂmn .E:'m
—Z &t C; Ty 1 _Z




Etape 3: Pivot

Divisons_la ligne r par I’élément
de pivot ars afin d’obtenir la
ligne r résultante

Vartanles [ Variable d’entrée [, ...
dépendantes X| KooK, o K, X, X, X, oz de droite
( Variable de sortie ] = - — —
Al 1 AlmH @1 o dln B
Xg 1 T S . B
Ay 1 @y .- a, Er
. C—ll"S C—ZI”S c—lrs C—ZI”S
o 1 ligmm-l-l . Em,; Em:rz Erm
—E Em-l-l . EJ E:rz 1 — E




Etape 3: Pivot

Multiplions la ligne r résultante
par g, pour la soustraire de la
ligne i du tableau. Ceci ramene le

7 coefficient de la variable d’entrée x a 0. [ Variable d’entrée ], ..

dependantes X Kg e m X, =z de droite
( Variable de sortie ] = — =

A 1 it ol T 3 b1

A2 1 (@ 2prtl *red2; ttdn b2

%, 1 w4 G b,

ars rs arS arS

Lo 1 o Il ST b

—Z &t C, Cx 1 _Z




Etape 3: Pivot

Multiplions la ligne r résultante

par g, pour la soustraire de la

ligne i du tableau. Ceci ramene le
coefficient de la variable d’entrée x a 0.

| Variable d’entfe;g

Wa mEs
dépendantes x| Xy e *’fr\’\ q ‘XK, X, “Z de droite
( Variable de sortie ] = — —
Al 1 Mﬂh ] B
Xq 1 ,:Egm_,_l. - B
% 1 Lot ... G b,
. ars —VS —rs ars
o 1 ':E??!??!'H ) Em.s "Em:rz b
— e Em-l—l - E.s Erz 1 — E




Etape 3: Pivot

Multiplions la ligne r résultante

par g, pour la soustraire de la

ligne i du tableau. Ceci ramene le

174 coefficient de la variable d’entrée x a 0.

| Variable d’entfe;g

TES
dépendantes X Fp ;& \%m-l-l e X, X, de droite
( Variable de sortie ] — — =
"'l"]_ 1 "'I:I]_J .|:I]_:I-! E:']_
A2 |l AT R b2
"-'r‘-:*' i rm+l1 1 m br
arS rs rs a}’S
Xom 1 ﬂmmﬂ'm'"ﬂmﬂ -E-'-'m
= > — — —
—Z &t C; Ty 1 _Z




Etape 3: Pivot

Multiplions la ligne r résultante
par g, pour la soustraire de la
ligne i du tableau. Ceci ramene le

Wa

coefficient de la variable d’entrée x a 0.

| Variable d’entfe;g B

de droite

dépendantes %] IE"'% \\;m-l-l X, X, =Z
| Variable de sortie ] — — —
A 1 prl el et dln b1
IE ]. ]-IIII:IEJ ..I:IEF‘E E:IE
i —1 rml ... a, b,
arS rs rs a}’S




Tableau résultant

pour

amorcer la prochaine itération

YVariahles Tertmes
dépendantes X| Ko e X, Kogq s X, X, —Z de droite
A1 1 ]y i 1] IRy -E;l
2 1 "EEF e () "'EEH -E:'E
s 'Efrr I:Ff:'frrz-l-l "Ern 7
: | By
x,, T Tl +oe () oee G =
B om
— " E__.;l-' E??H-l I:I .- E__.;l-z ]. — FE__.




Méthode du simplexe — notation matricielle



Méthode du simplexe — notation matricielle

* Le probleme de programmation
linéaire sous la forme standard

min < =Clx1 +C2X2 +.. .+Cnxn
SujetEl allxl + a12X2 +...+ alnxn — bl

a21x1 + a22x2 +...+ azn.xn :b2

a, X, +a,,x, +..+a, x, =b,

Xis Xy ooy X, 20



Probleme du restaurateur:

x y up h min z =—-8x—6Yy
5 3 10 0) Sujeta Sx+3y+u =30
A=l2 3 01 0 2x+3y +p =24
Ix+3y +h=18
\1 3 00 Y
x,y,u,p,h =20

¢' =[-8,-6,0,0,0]

min z=c'x
Sujeta Ax=0>

30 x>0
b=|24
_18_ c.xe R’.be R’

A matrice 3X5



Méthode du simplexe — notation matricielle

* Le probleme de programmation
linéaire sous la forme standard

min < =Clx1 +C2X2 +.. .+Cnxn
SujetEl allxl + a12X2 +...+ alnxn — bl

a21x1 + a22x2 +...+ azn.xn :b2

min z=c'x
Sujeta Ax=5b
50 . . . .

b

c.xe R". be R" amlxl + Clm2X2 +...+ amnxn = Oy
A matrice mxn

Xis Xy ooy X, 20




Méthode du simplexe — notation matricielle

min z
Sujet a a; X, + Ay Xy +..+ay, X, =b,
min z Ay X] T AppXy +.otay, X, =b,
Sujeta Ax =b
ch—z:O
¥20 Xy + Ay Xy ¥t Ay, x, =D,
c,xe R",be R" cx;+ Cyxp +.ot c,x, —2=0
A matrice mxn Xy Xy oy X, 2 0




Méthode du simplexe — notation matricielle

e Considérons le probleme de programmation linéaire sous sa forme
matricielle

min z

Sujeta Ax =b
c'x—z=0
x=0

* Supposons que m <n et que la matrice A est de plein rang (i.e., rang(A) =
m, ou que les lignes de A sont lin€airement indépendantes )

e Une sous matrice B de A est une base de A si elle est mxm et non singuliere
(i.e, B! existe)



Probleme du restaurateur:

X y u p h
(5 3 1.0 0
A=(2 3 01 O
! 3 0 0 1)

Exemples de base:

u p h x p h X p Yy
1 0 0) (5 0 0) (5 0 3)
B=/01 0| B,={2 1 0| By=[{2 1 3
0 0 1) ! 0 1) .\l 0 3




Méthode du simplexe — notation matricielle

Une sous matrice B de A est une base de A si elle est mxm et non singuliere
(i.e, B! existe)

Pour faciliter la présentation, supposons que la base B que nous
considérons est composée des m premieres colonnes de A, et ainsi

A=|B'R]

Dénotons €galement

Le probleme original peut s’€écrire



min Z7
Sujeta

C

Ax =b
Tx—z=0
x>0

min z

Sujeta

|B:R]

T: T
[chict]

x=>0




min z

Sujeta

Bxy + Rxy,

T T
CpXp +CRXR

Xg,Xp 20

=D
—7=0

min z

Sujeta

|B:R]

e ick ]

x=>0




* Exprimons x, en fonction de x, en utilisant les contraintes du probleme
Bxg +Rxp =D
B~'(Bxp + Rx)=B'b
B™'Bx, + B'Rx, =B7'b
Ing + B Rxg =B™'b

e Ainsi

Ixg =—B'Rxp, +B'b



En remplacant x, par sa valeur

min 2 en fonction de x, dans 1’équation
SR de la fonction économique
Sujeta Bxy + Rxg =b e
Notons que ces deux problemes sont
T T ~ o RN
CpXp+CpXp—27 = 0 equlvalepts \car l.e deux1e/me.est obtenu
du premier a 1’aide d’opérations
XpsXp = élémentaires utilisant une matrice
. non singuli¢re B!
min
RN —1 —1
Sujeta Ixz; + B "Rxj =B b

¢ (=B 'Rxp + B 'b)+cpx,—2=0

Xg,Xp =0



min z

Sujet 2 Ix, +B~'Rx, =B'b
¢y (=B 'Rxx + B7'b)+cpxp, —2=0
Xg,Xp 20

En regroupant les coefficients de x,

min Z
Sujeta Iz +B 'Rx, = B7'b
Oxp+(cy —cyB'R)xz —z =—c5B™'b

Xg,Xgp =0



min z

Sujeta  Ir, + B~'Rx, = B7'b
Ox, +(cy —cyB'R)x, —z =—cpB'b
Xg,Xp 20

Le probleme se traduit dans le tableau suivant

Var. base xl X% ~z | Termes droite

XA H B lg 0 B lh

= 0 cp-cpBlR 1 ~cL BT




Var. base xl % -z | Termes droite
XB ! BlR 0 57l
= 0 cp-cxBTIR 1 ~ciB7l
Les variables de x, (dénotées Les variables de x, (dénotées
jusqu’ici variables dépendantes) jusqu’ici variables
qui sont associées aux colonnes indépendantes) sont dénotées
de la base B, sont dénotées variables hors base
variables de base




Var. base xl % -z | Termes droite

X I B lg 0 571lp

= 0 cp-cxBTIR 1 ~ciB7l

Pour obtenir la solution de base associée a la base B,
posons xp,=0
etalors x,=B"'D.

La solution de base est réalisable s1 x; >0




Var. base % X% Termes droite
X5 I B7IR B7'b
= 0 ch-ciBIR ~ciB7l

Notons que ce tableau est identique a celui utilis€ pour illustrer
une ité€ration du simplexe




Var. base

;'E.'_E- IR -z

Termes drote

Z .:.
= U |r:£ —c§5‘13| 1 |—r:TEE_1.E:'I
Variakles Tertmes
déependantes X| KyoorX,oon X, X v X, X, —Z de droite
X 1 Al 21 Dln B
42 1 G 2nH A2 vt A b2
'TL:?’ 1 Lrmt "y " lyn by
I:":"! 'I I:Im??ﬂ']."'am.s "'amn -E-"i":"!
—z O g, iy |1 - z




Méthode du simplexe — notation matricielle

Une sous matrice B de A est une base de A si elle est mxm et non singuliere
(i.e, B! existe)

Pour faciliter la présentation, supposons que la base B que nous
considérons est composée des m premieres colonnes de A, et ainsi

A=|B'R]

Dénotons €galement

Le probleme original peut s’€écrire



Considérons la base a la deuxieme itération du probleme du
restaurateur:

X p h yu

(5 0 031 (5 0 0 (3 1)
A=|{2 1 030 B={2 1 0| R=|3 0
1 01 30 .\l 0 1) 3 0)




min z

Sujeta

Bxy + Rxy,

T T
CpXp +CRXR

Xg,Xp 20

=D
—7=0

min z

Sujeta

|B:R]

e ick ]

x=>0




min 7

Sujet a
5 0 0\[x] (3 1). 5 [30]
> 1 0llpl+ |3 ol |=]24
10 1)jn] |3 0o |18
- 7
-8 0 0]| p|+[-6 0] |-z=0
_h_ _u_
_.X_ _()_ L _O_ min z
o120 S Sujetd Bx,+Rx,  =b
1 0 CpXp+CpXxp—2=0
_h_ _O_ - Xp,Xp =0




* Exprimons x, en fonction de x, en utilisant les contraintes du probleme
Bxg +Rxp =b
B~'(Bxp + Rx)=B'b
B'Bxz; +B'Rx, =B7'b
Ixg + B 'Rx, =B7'b

e Ainsi

Ixg =—B'Rxp, +B7'b



Obtenons B~ avec la méthode d'élimination de Gauss:

(5 0 0)
2 1 0

10 1,

(1
0
1

0 0)

1 O —

0 1,

1 0 0)
0 1 0

0 0 1,

1 0 0)
21 0

1 0 0)
01 0of | -=
0 0 1

10 1,

(1

S O W

\
0 0

1 O
0 1

J

0|=B"




(5 0 0) x
2 1 0flp|+
(1 0 1)|h

(3 1)
3 0

3 0

Bxy +Rxp, =b

B™'(Bxy +Rx,)=B"'b

3 1)
3 0

(1

5

3 0)

2

1

. S

Ix, + B"'Rx, =B™'b

N
0 0

1 0

0 1
J

30
24
18

30
24
18




3 1)
3 0

}z 12
12

3 0)

30
24

18




En remplacant x, par sa valeur
en fonction de x, dans 1’équation

de la fonction économique

min z
Sujeta Bxy + Rx, =b
CpXp+CpXp—2=0
Xg,Xp 20
min z
Sujeta

Notons que ces deux problemes sont
équivalents car le deuxieme est obtenu
du premier a 1’aide d’opérations
¢lémentaires utilisant une matrice

non singuliere B!

Ix, + B™'Rx, =B"'b

¢ (=B 'Rxp + B 'b)+cpx,—2=0

Xg,Xp =0




min z

Sujet a Ix, + B™'Rx, =B'b
¢p (=B"'Rxp + B 'b)+cpxg—2=0
Xg,Xp 20

En regroupant les coefficients de x,
min =z

Sujeta  Ir, +B7'Rx, = B7'b
Oxp +(cy —cyB'R)xy —z=—cpB'b

Xg,Xp 20



cyB"'b=[-8 0 0]

[0 0 0]

1

S 730
24
18

1 _
- y

0x, +(cp —cpB'R)xy —2 =—CcpB™'b

=[-8 0 0]

6
12
12

Oxp +(cy —cpB 'R)xp—z2=—cpB'b

[-6 0]-[-8 0 0]

(1 \

0 0O

5 3 1)
3 0
G 0




[0 0 0]

[0 0 0]

(-6 0]-[-8 0 0]

(-6 0]-[-8 0 0]

(3 1)

3 0)

3 1)
5 5
9 2
5 5
12 -1
.5 5)

3o{y



[0 0 0]

[0 0 0]

[0 0 0]

|
oy
|

|
Ay
|

|
Ay
|

+|[-6 0]-[-8 0 0]




min z

Sujeta  Ir, + B~'Rx, = B7'b
Ox, +(cy —cyB'R)x, —z =—cpB'b
Xg,Xp 20

Le probleme se traduit dans le tableau suivant

Var. base xl X% ~z | Termes droite

XA H B lg 0 B lh

= 0 cp-cpBlR 1 ~cL BT
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Var. base % X% Termes droite
X5 I B7IR 0 B7'b
= 0 cp-cxBTIR 1 ~ciB7l

Puisque tout tableau du simplexe est associ€ a une base de A constituée
des colonnes associées aux variables de base (variables dépendantes),

il s’ensuit que dans I’algorithme du simplexe, nous passons d’une

solution de base réalisable a une nouvelle solution de base réalisable

ayant une valeur plus petite




Notion de multiplicateurs du simplexe

e Considérons la derniere ligne du tableau du simplexe associ€ a la base B
qui correspond aux vecteurs des colts relatifs des variables:

Var. base xl X% ~z | Termes droite
X5 i 5lR 0 575
—= 0 ck-ciBlR 1 —cLB
A
Cp Cr
—T
cy =0

o [ET ET} = [c;,cZ}—ch_l [BER] —c' —ch_lA

B’ "R



Notion de multiplicateurs du simplexe

T T T p-1
c =c —czyB A

Dénotons le vecteur g7 R™ défini par

al = C; B! 7 est le vecteur des multiplicateurs
Alors du simplexe associ€ a la base B.

cl=c"—-7"A

ou

[51,...,5”]:[Cl’“"cn]_ﬂ'T[aol’“"a-n]
Ej = Cj —ﬂ'Ta.j

ou Ye; dénote la ji®™e colonne de la
matrice de contrainte A



Notion de multiplicateurs du simplexe

_ T

Le vecteur des multiplicateurs du simplexe 7 permet de calculer

les colits relatifs € j directement a partir des données originales du
probleme.

Les composantes «; (i=1,2,...,m) du vecteur des multiplicateurs peuvent &tre
considérés comme des poids associés aux lignes i du tableau (ou aux
contraintes i du probleme) tel que la soustraction d’'une combinaison
linéaire des lignes avec ces poids de la dernicre ligne du tableau permet
d’annuler les coits relatifs des variables de base.



Sensitivité de la valeur optimale aux
modifications des termes de droite

Les multiplicateurs du simplexe associés a une base optimale permettent de
mesurer I’effet de modifier les termes de droite sur la valeur optimale d’un

probleme.

Considérons le probleme original et un autre ou les termes de droite sont

modifiés
min z
Sujeta Ax =b
c'x—7z=0
x=20

~

min 2
Sujeta Ax =b+Ab
c'x-7=0
x>0



Sensitivité de la valeur optimale aux
modifications des termes de droite

min Z min Z
Sujeta Ax =b Sujeta Ax =b+Ab
c'x—z=0 c'x-7=0
x20 x20

e Dénotons par B* une base optimale du probleme original, et 1a solution de
base optimale correspondante

x, =0
x; =B 'b=b2>0
dont la valeur (optimale pour le probleme) est donnée par

* T _* T * T p*-l T 1.
2 =C X, tCpXx,=c.B b=c.b
B B B B



Sensitivité de la valeur optimale aux
modifications des termes de droite

min 7
Sujeta Ax =b
T
c x—z=0
x=20

Z
AX

T ~

min
Sujeta

>

C

(@I NP

X
X

e Choisissons la valeur de Ab de telle sorte que

B 'b+Ab)=B b+ B'Ab>0

 Donc B* demeure une base réalisable pour le nouveau probleme modifié
puisque la solution de base associée est

~ kK
XR
~ k

*p

=0
. =B Y b+ Ab)>0



Sensitivité de la valeur optimale aux
modifications des termes de droite

 Donc B* demeure une base réalisable pour le nouveau probleme modifié
puisque la solution de base associ€e est

c =c —&w A

~ %k

%' =B (b+Ab)>0 7 =c B

* De plus, puisque ni les cots ¢; ni la matrice A n’ont ét¢ modifiés, alors le
vecteur des multiplicateur z* reste inchangé. Par conséquent les cofits

relatifs €; demeurent inchangés et donc non négatifs pour le nouveau
probleme.

Donc B* demeure donc une base optimale pour le nouveau probleme.



Sensitivité de la valeur optimale aux
modifications des termes de droite

e Une solution optimale pour le nouveau probleme est donc:
Xp =0
X =B ' (b+Ab)=0

e Evaluons la valeur optimale du nouveau probleme:

*T T *—1
7T =c.B

7 = CZ*B*_lb




Sensitivité de la valeur optimale aux
modifications des termes de droite

e Evaluons la valeur optimale du nouveau probléme:.

~% T ~%* T ~*

T =X . T CpXy s B
. . * . . . .
— T B (b+Ab) AIFISI., 7, indique la taux de variation
fi . o unitaire de la valeur optimale de la
= C o B b+c 5 B Ab fonction économique lorsque le terme
=S+ TAD de droite b, de la contram}g i est modifié
m d’une quantité Ab; choisie de telle
=7 + Z . Ab. sorte que la base demeure réalisable
l l
o1 pour le nouveau probleme.

- j




Critere d’optimalité

* Proposition Dans 1’algorithme du simplexe, si a une it€ration les colits

relatifs ¢ ;=20 Vj,1<j<n ,alorslasolution courante est optimale

Preuve: Sans perte de généralité, supposons que les m premieres variables

Xy, X5, ..., X, sOnt les variables de base; 1. e.,

Variables Termes
dépendantes de droite

B

52 Var. base Termes droite

Bl

-ciB 7l




Critere d’optimalité

Wariables

dependantes

La fonction économique est de la forme

z=0x,+...40x, +¢C, X, . +...4C,x +CcLB'b

Z= cLB™'b



Critere d’optimalité

La fonction économique est de la forme

z=0x,+...4+0x +C, X ., +...+C,x +cyB'b

Considérons une autre solution réalisable x >0 dont la valeur est

~ ~ T ~ ~ L Tpl
z= Cml Xm+l + Cm+2 Xm+2 + ...+ CnXn +CpB b

Mais puisque par hypothese c i20 Vj,1<j<n ,ils’ensuit que

Conl X1 + Cma2 Xme2 + .04 Cn X + ckB'b>cL,B7'b
>0
Donc la solution courante est optimale. -

&N
Il




