Probabilités

e Evénement élémentaire

e le résultat d’'une expérience incertaine

e Univers des possibles (evénement certain)

e I'ensemble de tous les événements élémentaires

e Evénement

e sous-ensemble de l'univers des possibles

e ensemble d’événements élémentaires



Probabilités

e Evénements A et B

e AU B: soit A soit B ont lieu

e ANB: les deux, A et B ont lieu
e AC B: si Aalieu, alors B aussi
e A: An'a pas lieu

e (): événement impossible

e O événement certain



Probabilités

e Fréquence

e Une expeérience est répétée n fois
e 'événement A a lieu r fois
e la fréquence est
"
fn(A) —

n

e la probabilité réfere a la fréquence en long terme

P(A) = lim fy(A)



Probabilités

e Axiomes de probabilité

e siANB =0 alors P(AUB) = P(A) + P(B)



Probabilités

e Evénements indépendants

e |'occurrence de A ne donne aucune information sur B

e P(ANB) =P(A)-P(B)

e Evénements exclusifs

e A et Bn'ont pas au lieu en méme temps

e ANB=10



Probabilités

e La regle d’addition
e P(AUB) =P(A)+P(B) — P(ANB)
e événements indépendants: P(AUB) = P(A) +P(B) — P(A)P(B)

e événements exclusifs: P(AUB) = P(A) + P(B)

e La probabilité conditionnelle

P(ANB)

e P(AB) = P(B)

e événements indépendants: P(A|B) = P(A)



Probabilités

e La regle de multiplication
e P(ANB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

e événements indépendants: P(ANB) = P(A)P(B)

e Le théoreme de Bayes

BIA)P(A)
P(B)

e P(AB) = P(

e La loi de la probabilité totale

e P(A) = P(ANB)+P(ANB)



Probabilités °

e Variables aléatoires

e X: un ensemble (de valeurs possibles), par.ex. R ou Z

e une variable aléatoire X associe aux événements aléatoires possibles
une valeur dans X

e SOItEC X

e P(X € E): la probabilité qu'un des évenements aléatoires possibles
corresponde a une valeur qui soit dans &



Probabilités

e Distribution cumulative

e si X est un ensemble ordonné (R, Z)

e P(X < x): probabilité cumulative

e I (x) = P(X <x): fonction de probabilité cumulative

e cas multivarié: Fx(X) = P(X <X) =P(X1 < Xy, , X0 < Xn)

#H(x < X)
n

° If(X) =

. distribution cumulative empirique



Probabilités

e X est continue (par.ex. R):

e Fx(x) est une fonction continue

e on dit que X est une variable aléatoire continue

e X est discret (par.ex. Z):

e Fx(X) est une somme de “pas” (constante par parties)

e on dit que X est une variable aléatoire discrete
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Probabilités

e Densité d’'une variable aléatoire continue

e f(x) est la fonction de densité de X: P(X € &) = /f(x)dx.
5

o pour X CR: f(x) = ng)EX)
e pour X CR™ f(x):%
1--- n

e Distribution de probabilité d’'une variable aléatoire discrete

o X = {X]_,Xz,...}

e p(x) =P(X =x) est la probabilité que X = x;

11



Probabilités n

e Union

e P(XcgouXecg)=P(Xeck)+P(Xck)-PXcE et Xcky)

e P(X €Ej0uX € &) <P(X €E)+P(X €E&y)

e Probabilité jointe
e PX=xY=y)=P(X=xetY=y)avecxec X,yeY

e pour la variable aléatoire Z = (X,Y), qui prend ses valeurs dans X x
Y.



Probabilités .

e Probabilité conditionnelle

¢ PX =Y =y) = 5 Y 6 Py =) 20

e Indépendance

e X et Y sont indépendants ssi
PXeEYel)=P(Xeg)P(Y€eT)

e distribution cumulative: Fx y(X,Y) = Fx(X)R/(Y)
e fonction de densité: fyy(X,y) = fx(X) fy(y)

e distribution de probabilité: pyy(xi,Y;) = px(%)py(Y;)



Probabilités

e Espérance

e la “moyenne” d’'une variable aléatoire

o u=E[X] :/Xxf(x)dx
o u=EX]=Yxp(x)

e E[aX +b] =aE[X]+b
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Probabilités

e Variance
e la “largeur” d’une variable aléatoire

e 0 =Var[X] = E[(X —E[X])] :/X(X—E[X])Zf(x)dx

e 02 =Var[X] = E[(X —E[X])] = ¥ (x — E[X])*p(x)

e Var[aX + b] = a®Var[aX]

e Ecart-type

e 6= JVar[X]

15



Probabilités

e Matrice de covariance
e la “largeur” d’une variable aléatoire multivariée
o X =(Xq,..., %)

o cov[X] :/X(X—E[X])(X—E[X])tf(x)dx

) COV[X]ijj =E [(X| - E[Xi])(xj - E[Xj])]

e Moments
e E[XX: k-ietme moment de X

e E[(X —E[X])X: k-ieme moment centré de X
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Probabilités

e Lol normale

o () = e Bn?

\/ 2o

e . moyenne

e 02 variance

e L0oi normale multivariée

1

o 3=
(Zn)n/2|2‘1/2

o f(X) =

e X: matrice de covariance
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Probabilités .

e Loi des grands nombres

e (Xy,---,%n): nvariables indépendantes

« EXy]=...=E[X] =}

o Var[Xy],...,Var[X,] < «

e IME[X]=p

n—oo

e Théoreme de limite centrale

e La moyenne X d’une séquence iid converge en probabilité vers une
loi Normale avec espérance E[X] et variance Var[X]/n



