
Département d'informatique et de recherche 
opérationnelle

Laboratoire d’Informatique des Systèmes d’Apprentissage

IFT3395/6390
Fondements de l’apprentissage machine

Pascal Vincent 2008

Apprentissage non-supervisé

Réduction de dimensionalité.
Modèles à variables latentes continues.

Mise en contexte

• Estimation de densité 
(ex: mélange de Gaussiennes)

• Clustering, partitionnement 
(ex: k-moyennes)

• Réduction de dimensionalité...

Algorithmes pour lesquels on ne distingue 
pas de “cible” explicite dans les données 
d’entraînement.

Apprentissage 
non supervisé =

Apprentissage 
supervisé = classification, régression

“classification 
non-supervisée”

p̂(x)

La réduction de dimensionalité
Qu’est-ce que c’est?

(3.5,   -1.7,   2.8,   -3, 5,   -1.4,   2.4,   2.7,   7.5,   -3,  -2)x ∈ RD

z ∈ RM
(0.32,   -1.3,   1.2)

M < D

La réduction de dimensinalité
A quoi ça peut servir?

• Compression de données (avec perte)

• Visualisation des données en 2D ou 3D

• Extraction de caractéristiques 
potentiellement +fondamentales, +explicatives, +compactes 
Prétraitement => meilleure représentation de départ pour un 

autre algorithme (classification ou régression).



Les algorithmes

• L’Analyse en Composantes Principales (ACP ou PCA)
traditionnelle

• L’ACP probabiliste

• L’analyse de facteurs (factor analysis)

Modèles linéaires Gaussiens

• L’ACP à Noyau (Kernel PCA)

• L’Analyse en Composantes Indépendantes (ICA)

• Réseaux de neurones auto-associateurs

• Modélisation de variétés (manifold) non-linéaires

Modèles non linéaires ou non Gaussiens

L’ACP classique

• L’ACP trouve un sous-espace linéaire qui passe proche des 
données: projection orthogonale de              sur un sous 
espace linéaire de plus faible dimension M.

• Les composantes z représentent les coordonnées de la 
projection de x dans ce  sous-espace de dimension M.

• Très utilisé comme pré-traitement (extraciton de 
caractéristiques) ou pour la visualisation.

• Un vieil algorithme classique, 2 formulations équivalentes:
- minimisation de l’erreur de reconstruction (Pearson 1901)

- maximisation de la variance (Hotelling 1933).

• La réinterprétation en tant que modèle probabiliste à 
variables latentes est beaucoup plus récente.

x ∈ RD

 ACP: deux formulations équivalentesPrincipal Component Analysis

Nonlinear or non-Gaussian latent variable models

Traditional PCA

Probabilistic PCA

Kernel PCA

Illustration of the two formulations

Maximum variance:

maximize spread of

green dots on the

line

Minimum error:

minimize average

squared length of

blue lines

x2

x1

xn

x̃n

u1

Mikaela Klami

• Minimum d’erreur:
on minimise la moyenne 
des distances carrées 
entre les x et leur 
projection
(lignes bleues).

• Maximum de variance:
on maximise la variance 
le long de la direction de 
projection (variance des 
points verts)

On cherche les directions principales u: une base orthonormale 
du sous-espace sur lesquelles projeter les x

ACP par maximisation de variance
Soit la moyenne empirique x̄ =

∑N
n=1 xn

La variance des points projetés dans la direction u1 est:

1
N

N∑

n=1

(uT
1 xn − uT

1 x̄)2 = uT
1 Su1

où S est la matrice de covariance empirique.
Maximiser sous la contrainte ‖u1‖2 = uT

1 u1 = 1
(multiplicateur de Lagrange) donne:

Su1 = λ1u1

uT
1 Su1 = λ1

donc la variance est maximale quand u1 est le vecteur pro-
pre correspondant à la plus grande valeur propre λ1.



ACP par maximisation de variance

• Une fois trouvée la première direction principale, on peut trouver 
incrémentalement la 2ème et ainsi de suite, en se restreignant aux 
directions orthogonales à toutes les précédentes.

• La formulation par minimisation d’erreur donne les mêmes 
directions principales.

ACP: procédure générale simple

• La base orthonormale U qu’on obtient est constituée des M 
premiers vecteurs propres de la matrice de covariance empirique 
(ceux correspondant aux M plus grandes valeurs propres).

• Le prétraitement par ACP, permet d’obtenir des composantes 
“normalisées” c.a.d. décorellées et de variance unitaire:

• On peut ainsi projeter sur les direcitons principales pour fins de 
visualisation 2D ou 3D.

Λ =




λ1 0

. . .
0 λM



zn = Λ−
1
2 UT (xn − x̄)

ACP et normalization
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On aurait pu aussi ne conserver que la 
première composante principale.

ACP pour visualisation

Données de départ
en haute dimension

2 composantes principales



ACP à Noyau (Kernel PCA)

• La transformation apprise par l’ACP est linéaire. Une version 
non-linéaire peut s’obtenir en appliquant l’ACP sur les données 
transformées par une transformation non linéaire   .   

• Les données ainsi transformées ont une matrice de covariance

• Et les vecteurs propres dans l’espace transformé sont donnés 
par                   et peuvent s’exprimer sous la forme

• Avec un noyau k, on peut utiliser l’astuce du noyau pour calculer 
les produits scalaires dans l’espace transformé sans jamais avoir à 
faire la transformation explicitement: 

φ

C =
1
N

N∑

n=1

φ(xn)φ(xn)T

Cvi = λivi

vi =
N∑

n=1

ainφ(xn)

φ(xn)T φ(xm) = k(xn,xm)

ACP à Noyau (Kernel PCA)

• L’astuce du noyau permet de trouver les vecteurs de coefficiens
                               représentant les vecteurs propres en 
solutionnant le problème de veceturs propres suivant

• On peut ensuite facilement calculer les projections donnant les 
composantes principales

• Remarque: si on veut d’abord centrer les données transformées, 
il faut utiliser une matrice de Gram corrigée (voir Bishop 12.3)

ai = (a1i, . . . , ani)T

Kai = λiNai où K est la matrice de Gram:
Knm = k(xn,xm) = φ(xn)T φ(xm)

zi(x) = φ(x)T vi =
N∑

n=1

ainφ(x)T φ(xn) =
N∑

n=1

aink(x,xn)

Inconvénients de l’ACP à Noyau

• Il faut calculer la décomposition en vecteurs et valeurs propres 
d’une une matrice de gram NxN plutôt que d’une matrice DxD. 
Or généralement N>>D.  
=> Peu utilisé en pratique pour de vraies données car trop 
coûteux.

• Si on conserve seulement les quelques premières composantes 
principales, on ne peut pas trouver de point correspondant (la 
projection sur l’hyperplan) dans l’espace de départ.

Explication: le point projeté sur l’hyperplan existe bien dans l’espace 
transformé, mais n’a pas de pré-image correspondante dans l’espace de départ.

Modèles à variables latentes continues ???

• variable observée (visible): 

• variable latente (cachée):

• à chaque x correspond un z différent 
(contrairement aux paramètres du modèle, les mêmes pour tout x)

• on peut voir z comme étant une “explication” de x

x ∈ RD

z ∈ RM

(Bishop, chap. 12)

Vous avez déjà vu un modèle à variable latente discrète
(z discret) ... Lequel?

• Le mélange de Gaussiennes!

• z indique... à quel groupe (cluster) x appartient.



ACP probabiliste: 
un modèle génératif simple

xn

zn

N

µ

σ2

W

• z ∼ N (0, IM )

• x = Wz + µ + ε

avec µ ∈ RD,
W une matrice D ×M ,
ε ∼ N (0,σ2ID)
et ID la matrice identité D ×D.

Cela correspond à p(x|z) = N (x|Wz + µ,σ2ID)

Contrairement à la PCA classique,  on définit ainsi un 
vrai modèle de densité p(x).

ACP probabiliste: 
illustration du processus générateur

Principal Component Analysis

Nonlinear or non-Gaussian latent variable models

Traditional PCA

Probabilistic PCA

Kernel PCA

Generative process
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p(x)

z ∼ N(0, I)

x = Wz+ µ + ε

W specifies a set of directions, µ is the mean of the data,

and the latent variable vector z tells how much we should

move from the mean along each direction

x generated by adding spherical noise ε to that location

Mikaela Klami

• W spécifie un ensemble de directions, µ est la moyenne des données
et le vecteur de variables latentes z indique de combien on doit se
déplacer à partir de la moyenne dans chaque direction.

• x est finalement généré en y ajoutant un bruit Gaussien sphérique.

Apprentissage des paramètres du modèle 
d’ACP probabiliste

• On peut apprendre les paramètres en maximisant la vraisemblance 
du modèle étant donné l’ensemble de données X:

• Ceci admet une solution analytique:

• R est une matrice de rotation arbitraire. Donc W n’est la projection 
de la PCA classique (avec prise en compte des variances) qu’à une 
rotation près. 

• Donc l’ACP probabiliste trouve le même sous-espace principal que la 
PCA classique, mais pas nécessairement les mêmes composantes.

log p(X|W, µ,σ2) = −N
2 [D log(2π) + log |C| + Tr(C−1S)]

avec C = WWT + σ2I.

W = U(Λ− σ2I)1/2R

Soit par maximisation directe de la vraisemblance

Soit avec l’algorithme EM (voir Bishop)

Analyse de facteurs
(factor analysis, FA)

• L’Analyse de Facteurs correspond à un modèle génératif 
très semblable à la PCA probabiliste.

• La seule différence est que le bruit Gaussien final ajouté 
est diagonal plutôt que sphérique.

• C’est donc un modèle un peu plus riche que la PCA 
probabiliste (qui correspond au cas particulier                )

p(x|z) = N (x|Wz + µ,Ψ) Ψ =




ψ1 0

. . .
0 ψD





Ψ = σ2ID



Comment choisir
 le nombre de composantes?

• Soit en se basant sur la log vraisemblance obtenue sur 
un ensemble de validation.

• Soit en adoptant une approche Bayesienne en précisant 
des distributions à priori pour chacun des paramètres
               (voir Bishop 12.2.3)µ,W,σ2

L’Analyse en Composantes Indépendantes
(Independent Component Analysis ICA)

• Similaire à ACP probabiliste ou analyse de facteurs, mais la 
distribution sur les variables latentes (les composantes) est 
non Gaussienne, et factorielle, ce qui correspond à avoir des 
composantes indépendantes:

• Tout comme dans ACP probabiliste, les observations x 
résultent d’une transformation linéaire des z (+ bruit)

ICA vu comme modèle génératif à variables latentes continues

p(z) =
M∏

j=1

p(zj)

x = Wz + µ + ε (dans la version originale, M=D et                          ) 

Il y a beaucoup d’autres façons de voir ICA, notamment 
comme la maximization de l’information mutuelle I(x,z).

ε = 0, µ = 0

Principal Component Analysis

Nonlinear or non-Gaussian latent variable models

Overview

Some methods

Autoassociative Neural Networks

multilayer perceptron trained to

replicate inputs

because the hidden layer is smaller,

there is necessarily error in the

replication
x1

xD

z1

zM

x1

xD

inputs outputs

minimization of that error gives autoassociative

mapping, and the latent variables (hidden layer

nodes) can be used e.g. as compressed versions of

inputs

equivalent to PCA if network is linear

with nonlinear units and multiple layers, provides a

nonlinear dimensionality reduction method

Mikaela Klami

Réseaux de neurones auto-associateurs

• Un réseau de neurones de type 
MLP est entraîné à reproduire son 
entrée (cible=observations)

• La couche cachée est choisie de 
dimension M<D. Ceci entraîne des 
erreurs de reconstruction, que 
l’entraînement cherche à minimiser. 

• On obtient une représentation de dimension réduite au niveau de 
la couche cachée.

• Si le réseau est linéaire, ou s’il n’a qu’une couche cachée (même 
non-linéaire) c’est équivalent à la PCA.

• S’il y a plusieurs couches cachées avec des non-linéarités c’est une 
méthode de réduction de dimensionalité non-linéaire.

L’hypothèse de variété (manifold hypothesis)
une motivation géométrique pour la réduction de dimensionalité

# degrés de variabilité dans les données semble < D
PROPOSAL Vincent, P. PIN: 315674

high dimensional raw-input space (see Fig. 2), which can
be approximated locally by linear tangent sub-spaces. The
hypothesis that the distribution of high dimensional data is
likely to be concentrated close to lower dimensional man-
ifolds has also received much renewed attention following
the works of Roweis and Saul [8] and Tenenbaum et al. [11].
The present research program proposes to investigate the
possibility of explicitly discovering and learning unknown
invariant transformations, as a way to go beyond the limits
of current manifold modeling approaches, and build useful
higher level representations, layer by layer, in an unsuper-
vised fashion.

Relationship to my previous work

Figure 2: How invariant transformations give rise
to a manifold; and its local linear approximations.

My previous work on incorporating the manifold hypothesis in classical non-parametric methods for clas-
sification and density estimation lead to impressive performance improvements, and helped confirm the
validity and usefulness of the hypothesis. The latest article in this line of work, Non-Local Manifold
Parzen Windows (2006) was an important first step beyond the limitations (due to excessive “locality”)
of current manifold modeling approaches.3 The present research program envisions taking an even more
radical step, and do away completely with the limiting notion of “linear locality”.

Objectives of the research program
Long term objectives: This research program proposes to explore new principles to guide the building
of next generation learning systems, go beyond the limitations of current state-of-the-art machine learning
techniques, and bring us much closer to truly autonomous artificial intelligence systems. Our specific long
term goals are the following:
• Improve the state-of-the-art in machine learning algorithms by fully taking into account currently under-

exploited regularities (such as automatically discovered invariant transformations).
• Develop ways to stack several layers of unsupervised “higher level representation” learning modules

(that incorporate the discovery and modeling of invariant transformations), such that the multi-layered
system constitutes a far better predictive model than what is achievable by the current best methods.

• Improve our understanding of how the notion of space may come to be apprehended and used in a
learning system for which no explicit spatial structure is built-in.

Short term objectives:
• Design algorithms able to discover and learn unknown invariant transformations from raw input data

sets. True transformations are expected to have a long validity range, possibly extending to the whole
manifold. E.g.: an image translation operator preserves the recognizable identity of the image, whatever
natural image it is applied on.4

• Develop methods to efficiently map a set of data points and associated learnt invariant transformations
to a global coordination system of the manifold they collectively span. The new manifold coordinates
3See Personal Data Form for more details and full references for my contributions mentioned in this section.
4While we often use the example of translation in images to illustrate a point, the reader should keep in mind that the

objective is to be able to capture yet unknown transformations in any kind of data source. The data source might as well be a
database of customer profiles, rather than bitmap images.
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Modélisation de variétés

• On peut modéliser une variété non-linéaire par un 
mélange de modèles linéaires, par ex. un mélange 
d’analyses de facteurs.

• Autres méthodes de réduction de dimensionalité: 

! Multidimensional Scaling (MDS)

! Locally Linear Embedding (LLE)

! Isometric Feature Mapping (Isomap)

! ...

Questions ouvertes

• Pour apprendre une bonne représentation: réduction 
de dimensionalité ou augmentation (+sparsité) ?

• ...


